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El objetivo del curso es cuantificar la dinámica acoplada entre cargas y momentos

aerodinámicos y una estructura elástica cuando ésta es una superficie sustentadora. 

Dedicaremos una buena parte de la asignatura a cuantificar el fenómeno denominado

flameo, ‘flutter’ en inglés.

Cuantificaremos el fenómeno para el caso simplificado en el que existen

únicamente dos grados de libertad y el ala tiene una envergadura b=2L tal que

2L/c>>1 así que el problema, en primera aproximación, es 2D:

khh(t)

k(t)+mf-s(t)

Las constantes elásticas del muelle de torsión, k,  y del muelle lineal, kh, son conocidas de la 

parte primera de la asignatura. Aquí nos ocuparemos de calcular las fuerzas y momentos 

aerodinámicos, l(t) y mf-s(t) en función de h(t) y (t), así como de resolver el sistema de ecuaciones 

diferenciales ordinarias para los grados de libertad: en esta parte de la asignatura podremos cuantificar 

si se produce el flameo o no cuando b/c>>1 en el límite de flujo incompresible.
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Los objetivos de esta parte del curso son los siguientes: calcular las fuerzas y los momentos aerodinámicos en función del tiempo y de los N grados

de libertad, así como la resolución de las N EDOs para los N grados de libertad. El problema a resolver es análogo al visto en la asignatura de 

vibraciones, con la novedad de que en este caso las fuerzas y los momentos aerodinámicos son ejercidos por flujos a altos números de Reynolds no 

estacionarios y no desprendidos. Ya habéis resuelto un problema conceptualmente análogo que acopla fluido y estructura: en efecto, el

amortiguamiento en la EDO de un grado de libertad que describe el movimiento de una masa acoplada a un muelle, proviene de la caída de presión

asociada al flujo relativo al sólido cuando éste está dominado por fuerzas viscosas. En este curso deduciremos ecuaciones diferenciales ordinarias

para los grados de libertad en las que los términos de fuerza y momento ejercido por el fluido sobre el perfil aerodinámico resultan de integrar la 

distribución de presiones calculadas sobre la superficie de un sólido fuselado para el caso de flujos irrotacionales a altos números de Reynolds no 

estacionarios y no desprendidos.

PROBLEMAS ANÁLOGOS YA VISTOS EN LAS ASIGNATURAS 
DE MECÁNICA DE FLUIDOS Y VIBRACIONES



CON EL PROPÓSITO DE 2.- CALCULAR LA DISTRIBUCIÓN DE PRESIONES SOBRE EL PERFIL ASÍ COMO 3.- LAS INTEGRALES

FINALMENTE, CON ESTA INFORMACIÓN, 4.- RESOLVEREMOS EL SISTEMA DE EDOS (1) Y (2) O (1) Y (2’) TANTO NUMÉRICA COMO 

ANALÍTICAMENTE

EN EFECTO, LA SEGUNDA EDO PUEDE SER SUSTITUIDA POR LA COMBINACIÓN LINEAL DE AMBAS,

(1)

(2)

(2’)

ESTRUCTURA DE ESTAS 10 PRIMERAS CLASES: 1.- RESOLVER LAS ECUACIONES DE CONTINUIDAD Y DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO EN EL 

LÍMITE DE ALTOS NÚMEROS DE REYNOLDS PARA FLUJOS NO DESPRENDIDOS: CONCEPTOS DE AEI y AEII
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Para seguir los desarrollos analíticos de estas notas, así como las clases, es necesario

recordar los conceptos de AEI y también es conveniente recordar algunos de los

resultados de AEII, con lo que es recomendable hacer uso, bien de los apuntes de las 

clases de AEI y AEII o bien del manual (hay muchas copias disponibles en la biblioteca

de la ETSI)



The linearized potential flow theory describes the irrotational flow outside the attached BLs,
for which it is neccesary that

Under these starting hipotheses, the linearized impenetrability condition is imposed at z=0, the wake
is also located at z=0 and the BL thickness is 

QUESTION: What’s the value of the force and torque over an airfoil of chord c performing arbitrary heaving 
and pitching motions in an uniform incompressible stream calculated using the linearized potential flow 
theory?



Equations and boundary conditions for the irrotational flow outside the BLs

Which satisfies the Laplace equation

Hence with

and



We seek for antisymmetric solutions of the Laplace equation in the form of a vortex sheet extending along the 
airfoil and the wake. We can express the pressure difference across the airfoil in terms of the circulation density



Integral equation for the circulation density

Esta es la ecuación clave de la aerodinámica no 
estacionaria, pues permite calcular             .  

Una vez conocida               , las fuerzas y momentos 
pueden ser calculados de la siguiente manera:



La ecuación integral para                 así como las fuerzas y momentos aerodinámicos  pueden ser calculados 
numéricamente haciendo uso del código numérico descrito en las próximas transparencias, donde  explica la 
implementación numérica del código que resuelve la ecuación integral para                particularizada para el caso de la 
respuesta al escalón: función de Wagner

En efecto, como se verá más adelante, la expresión general de las fuerzas y momentos aerodinámicos puede ser 
obtenida de manera analítica en función de la respuesta a un cambio súbito en el ángulo de ataque del perfil. La 
función adimensional que describe la evolución temporal de la fuerza de sustentación como respuesta a un cambio 
súbito del ángulo de ataque recibe el nombre de función de Wagner y es, en realidad, la única función de la 
aerodinámica no estacionaria que tenemos que hallar de forma numérica. Una vez hallada esta función, tanto la fuerza 
de sustentación como el momento aerodinámico pueden ser expresados de manera analítica en función de los grados 
de libertad y de la función de Wagner.



Para resolver la ecuación integral para                podéis usar el código numérico basado en el método del vortex-lattice 2D 
que vimos en AEII, cuya extensión al caso de flujo no estacionario es



% JM GORDILLO, UNSTEADY VORTEX-LATTICE: WAGNER PROBLEM
%
clear all; close all; clc;
%
N=200;
h=1/N;
x(1:N)=h/4+((1:N)-1)*h;

x0(1:N)=3*h/4+((1:N)-1)*h;
alpha=5*pi/180;
for j=1:N
for i=1:N
R(j,i)=-1/(x0(j)-x(i))+1/(x0(j)-(x(i)+h));
end
end

R=R/(2*pi);
Rinv=inv(R);
dtau=2*h;
Nsteps=20/dtau;

Clunsteadym1=0;
Cmunsteadym1=0;

for I=0:Nsteps
for j=1:N
if I >0
tau=I*dtau;
tv(I)=tau;
b(j)=-alpha;

for i=1:I
b(j)=b(j)+(1/(2*pi))*Gammaestela(i)*(1/(1+0.25*h+0.5*dtau*(I-i+1)-x0(j))-1/(1+0.25*h+0.5*dtau*(I-i)-
x0(j)));
end

else
b(j)=-alpha;
end
end

gammai=Rinv*b';
Gammaestela(I+1)=gammai(N);
Clunsteady=0;
Cmunsteady=0;
for j=1:N-1
Clunsteady=Clunsteady+h*gammai(j);
end

for j=2:N-1
Cmunsteady=Cmunsteady+h*gammai(j)*x0(j);
end

Cl =2*( Clunsteady - Clunsteadym1 )/ dtau + gammai (N);
Cm =2*( Cmunsteady - Cmunsteadym1 )/ dtau + gammai (N)-Clunsteady ;

Clunsteadym1 = Clunsteady ;
Cmunsteadym1 = Cmunsteady ;

if I>0
Clv(I)=Cl/(pi*alpha);
Clteor1(I)=1-0.165*exp(-0.0455*tau)-0.335*exp(-0.3*tau);
end

end

figure
plot (tv,Clv,'-','linewidth',2,'Color','b');
hold on;
plot (tv,Clteor1,'-','linewidth',2,'Color','r');



Namely

() is the so-called Wagner function, which is the dimensionless 

lift force in response to the linearized impenetrability condition    

The figure shows the numerical solution of the Wagner function obtained 
using the numerical method explained previously. The numerical solution can 

be very well approximated using the expression due to Jones:

The figure also shows a comparison with the two-term analytical solution, 
valid for , described in the Supplementary Material

La función de Wagner representa la fuerza adimensional de sustentación que resulta de la respuesta a un escalón 
(función de Heaviside). 

Usando el método del VL para la variable  en vez de para  no es necesario usar la ecuación adicional dada por el 
teorema de Bjerness-Kelvin



Las fuerzas y momentos aerodinámicos correspondientes al flujo irrotacional, linealizado e incompresible pueden ser 
también calculados de manera analítica siguiendo los desarrollos de estas notas. Como paso previo es conveniente 
repasar los conceptos de AEI y, más concretamente, el método de Glauert, que permite resolver de manera analítica 
la ecuación integral para 

Antes de tratar el caso de flujo no estacionario, recordemos cómo resolver primero el siguiente problema:



Problema sustentador, antisimétrico, campo de velocidades generado por una superposición de torbellinos

(x)

Rebordeo de borde de ataque

El término de la derecha de 5.35 se calcula fácilmente usando el valor de la integral de Glauert

Método de Glauert: solución de la ecuación integral expresando 
(x) como una serie infinita en la que el flujo rebordea el borde de 

ataque y no rebordea el borde de salida: u’(x=c,z=0+)=0

Borde de salida, =0 y borde de ataque =



… obteniéndose la siguiente ecuación para los coeficientes An, cuyos valores se hallan proyectando la ecuación 
5.37 en el conjunto ortogonal de autofunciones cos(n)



Llegándose a que los coeficientes An pueden ser calculados de la siguiente manera como función de la 
condición de contorno de impenetrabilidad linealizada; es decir, como función del valor de w’(x,z=0)

u’(x,z=0+) ya es conocido: Y puesto que

Ya podemos calcular el coeficiente de sustentación y de momentos en función del valor de los coeficientes An



Cálculo analítico del valor inicial de la función de Wagner: las velocidades inducidas por el torbellino de arranque 
disminuyen al ángulo de ataque efectivo. Además, inicialmente, la solución es simétrica respecto a x=c/2, con rebordeo 
de borde de ataque, no rebordeo de borde de salida como indica la condición de Kutta pero ‘rebordeo’ en el torbellino 

de arranque, que está en x= c+Uoodt





Solution of the integral equation for                using Glauert’s method (II) 



Solution of the integral equation for                using Glauert’s method (II) 

Circulation around th airfoil



Solution of the integral equation for                using Glauert’s method (III) 





Solution of the integral equation for                using Glauert’s method (IV) 

Equations (24)

The solution of this integral equation provides the value of













CUANDO LA VELOCIDAD VERTICAL EN 3/4C ES UNA FUNCIÓN DE HEAVISIDE LA FUERZA DE SUSTENTACIÓN ADIMENSIONAL ES LA FUNCIÓN DE WAGNER:

GRACIAS A LA LINEALIDAD DEL PROBLEMA, LA RESPUESTA DADA A LA CIRCULACIÓN QUE RESULTA DE UNA SUMA DE FUNCIONES DE HEAVISIDE (VÉASE LA ECUACIÓN 
42), ES LA SUMA DE LAS RESPUESTAS A CADA UNA DE LAS FUNCIONES DE HEAVISIDE Y, POR TANTO, COMO LA RESPUESTA DE LA SUSTENTACIÓN A LA FUNCIÓN DE 
HEAVISIDE ES LA FUNCIÓN DE WAGNER, SE TIENE QUE

The figure shows the numerical solution of the Wagner function obtained using the numerical method explained 
previously. The numerical solution can be very well approximated using the expression due to Jones:

The figure also shows a comparison with the two-term analytical solution, valid for , described in the 
Supplementary Material



EXPRESIONES DE LA FUERZA DE SUSTENTACIÓN Y MOMENTO EN FUNCIÓN DE LOS GRADOS DE LIBERTAD

Función de Wagner



YA PODEMOS RESOLVER EL SISTEMA DE EDOs PARA h(t) y (t): ECUACIONES 7 Y 12 O BIEN, ECUACIONES 7 Y 14 

ANTES DE RESOLVER EL SISTEMA DE EDOs, HALLAMOS LAS EXPRESIONES DE l(t) y m(t) CORRESPONDIENTES A UN MOVIMIENTO 
PERIÓDICO: FUNCIÓN DE THEODORSEN





introduce







Summary of equations for the lift and torque for the case of purely periodic oscillations: THEODORSEN FUNCTION AND 
APPROXIMATION DEDUCED USING WAGNER’S FUNCTION

The approximate equation (88) for Theodorsen’s 
function C(), deduced 

using Wagner’s function (), will be used next in 
order to determine the flutter threshold speed 
instead of the exact Theodorsen function, and 

the reason is that the approximate expression is 
very similar to the exact value. Indeed:

F()

G()





AHORA SÍ PODEMOS RESOLVER EL SISTEMA DE EDOS LINEALES BUSCANDO SOLUCIONES EXPONENCIALES PARA 
EL PROBLEMA HOMOGÉNEO, QUE DA LUGAR A UN PROBLEMA DE AUTOVALORES. A CONTINUACIÓN, SE DEDUCE 

EL PROBLEMA DE AUTOVALORES A RESOLVER Y, LO QUE ES MÁS IMPORTANTE, SE PROPORCIONA LA 
HERRAMIENTA QUE RESUELVE EL SISTEMA, LO QUE PERMITE DETERMINAR SI LAS PERTURBACIONES SE 

AMPLIFICAN EN EL TIEMPO (FLUTTER) O NO. LA HERRAMIENTA QUE SE PROPORCIONA SÍMPLEMENTE CONSISTE 
EN HALLAR LAS RAÍCES DE UN POLINOMIO, Y ESTE CÁLCULO LO PUEDE REALIZAR MATLAB DE MANERA MUY 

SENCILLA.

LOS RESULTADOS QUE SIGUEN CORRESPONDEN A DOS GRADOS DE LIBERTAD, h(t) y (t), PERO ÉSTOS SON 
FÁCILMENTE GENERALIZABLE PARA UN CONJUNTO DE N PLACAS CON DOS GRADOS DE LIBERTAD CADA UNA 

ACOPLADAS ENTRE SÍ POR UN MUELLE DE TORSIÓN Y OTRO LINEAL, LO QUE DARÍA UN SISTEMA DE 2N GRADOS 
DE LIBERTAD. EL PROBLEMA DE AUTOVALORES CORRESPONDERÍA A HALLAR LAS RAÍCES DE UN POLINOMIO DE 

GRADO MAYOR, PERO MATLAB NO TENDRÍA NINGÚN PROBLEMA PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE 
AUTOVALORES RESULTANTE













EL SIGUIENTE CÓDIGO PERMITE CALCULAR DE MANERA SENCILLA LA VELOCIDAD DE FLUTTER DADOS LOS 
PARÁMETROS ADIMENSIONALES QUE CONTROLAN LAS OSCILACIONES DEL PERFIL AERODINÁMICO Y QUE ESTÁN 
DEFINIDOS EN LAS TRANSPARENCIAS ANTERIORES . PUEDE COMPROBARSE QUE LOS VALORES CALCULADOS DE 

HALLAR LAS RAÍCES DEL POLINOMIO COINCIDEN CON LOS DE RESOLVER NUMÉRICAMENTE EL PROBLEMA 
USANDO EL MÉTODO DEL VORTEX-LATTICE.







Fcrit=

0.0200

Autovalor1 =

-0.5436 - 0.0061i

Fcrit =

0.0200

Autovalor2 =

0.5436 - 0.0061i

0.02=kh b ^2/( m U^2_\ infty,critico )
Omega*_r=0.5436

Comparar con los resultados del código numérico de VL
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