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Semigrupos numéricos

Definicidn

Un semigrupo numérico S es un subconjunto de los nimeros
naturales cerrado para la suma, de forma que 0 € S y existe
max(Z\ S)

Ejemplo:
S = {07 37 57 6? 87 %}




Conjuntos de Apéry

Definicidon

Sea m € S\ {0}. El conjunto de Apéry de men S es
Ap(S,m)={s€S|s—m¢gS}

Caracterizacién

Ap(S,m) ={wo,..., Wn_1}
con w; =min{s € S|s=/i mod m}

Ejemplo:
5=10,3,5,6,8,—}; Ap(S,3) ={0,10,5}




Propiedades

Escritura

s € Z, entonces existen unicos k € Z 'y w € Ap(S, m) tales
que s = km+ w

Pertenencia

s€ Ssiysélosi k€ Nsiysoélosis> Wsmodm




Coordenadas de Kunz

Sea S un semigrupo numéricoy sea m € S\ {0}

Ap(s, m) = {0, Wi,..., Wmfl}

w; = kim; + i,

(k1, ..., km—1) son las coordenadas de Kunz de S (con respecto
a m)

Ademds w; + w; = [im + Wiy; mod m




El cono de Kunz

Por tanto (ki,...,km—1) es un conjunto de soluciones enteras de

xi>1 para todo i € {1,...,m—1}
Xi +xj — Xxjiyj >0 paratodo 1 <i<j<m—-1,i+;<m-1
Xi+Xj—xjyj>—1 paratodo1<i<;<m-1,i+,>m

Si m es el menor entero positivo del semigrupo, cada punto de ese
cono corresponde con un semigrupo de multiplicidad m




Género

Definicidon

El género de S es el cardinal de N\ S

El conjunto de semigrupos con multiplicidad m y género g se
corresponde con el conjunto de soluciones enteras de

x; > 1 para todo i € {1,...,m—1}

Xj +Xj — xjyj > 0 paratodo 1 <i<j<m-1,i+j<m-1
Xj +Xj — Xjyj > —1 paratodo 1 </i<j<m—-1i+j>m
X1+ -+tXxXm1=g




Ejemplo

Veamos cuantos semigrupos tenemos con multiplicidad 3 y género
15

x1>1

xp>1

2)@_-— X2 Ef 0
—X1+2xp > —1
x1+x =15

gap> c:=NmzCone(["inhom_inequalities",[[1,0,-11,[0,1,-1],[2,-1,0],[-1,2,1]],
> "inhom_equations", [[1,1,-15]1]11);

<a Normaliz cone with long int coefficients>

gap> sol:=NmzModuleGenerators(c);

[[10,5,1], [9,6,11, [8,7,1], [7,8,1], [6,9,1], [5,10,1]]
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Comprobacién

gap> List(sol, 1->1{[1,2]});
[C10,5]1,09,61,[8,71,[7,81,[6,91, [5,101]1]

gap> 1l:=NumericalSemigroupsWithGenus(15);;

gap> Length(last);

2857

gap> Filtered(l,s->MultiplicityOfNumericalSemigroup(s)=3);

[<Numerical semigroup with 3 generators>,<Numerical semigroup with 3 generators
<Numerical semigroup with 3 generators>,<Numerical semigroup with 3 generators
<Numerical semigroup with 3 generators>,<Numerical semigroup with 3 generators

gap> List(last,MinimalGeneratingSystem) ;

rcas, 17,311, [3, 20,281, [3, 23,2561, [3,22,261, [3, 19, 291,

[3, 161 ]




