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S un monoide conmutativo
» Notacidn aditiva (aunque lo usual es multiplicativa; dominios
de integridad de los que prescindimos de la suma)
» Cancelativo (a+ b = a + ¢ implica b = ¢)
> Atdmico (todo elemento es suma de un néimero finito de atomos
o irreducibles)
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Factorizaciones

Sea A(S) el conjunto de dtomos (o irreducibles) de S

Al monoide abeliano libre Z(S) = F(A(S)) se le conoce como
monoide de factorizaciones de S, al Unico homomorfismo verificando

n:Z(S)— S talque m(u)=u paracada ue A(S)
se le llama homomorfismo de factorizacion de S, y
~s ={(x,y) € Z(S) x Z(S) | m(x) = n(y)}

es la congruencia nucleo de 7, o congruencia asociada a S
Dado s € S, Z(s) = m1(s) es el conjunto de factorizaciones de s
(en S)
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La longitud de z =3 ,_ 45 222 es 2] =} 2z,
Dadose S, L(s)={|z| :z€ Z(s)} ={h < <le<- -}
Conjuntos de distancias
El conjunto de distancias de s es

Als)y={bh—h,5—h,..., Ik —lk_1,...}, 0 el conjunto vacio si k =1
A(S) = Als)
seSs
Elasticidad
La elasticidad de s € S es
_supl(s)
pls) = min L(s)

La elasticidad de s € S es p(S) = supses p(s)
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gap> s:=NumericalSemigroup(5,7,11);
<Numerical semigroup with 3 generators>

gap>
LengthsOfFactorizationsElementWRTNumericalSemigroup(100,s);
[ 10, 12, 14, 16, 18, 20 ]

gap> DeltaSetOfFactorizationsElementWRTNumericalS. ..
(2]

gap> ElasticityOfFactorizationsElementWRTNumericalS. ..
2
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Dados z =3 , 4522y Z =} _,c 45) 252 dos elementos de Z(S),
su maximo comun divisor es

zZNZ = Z min{z,, z,}a

ac A(S)

Distancias
Para z, 2/ € Z(S), la distancia de z a Z’ es

d(z,Z) =mix{|z— (z A Z)|. |7 — (z A Z)|}

N-cadenas
Dados s € S y z,Z' € Z(s), una N-cadena de factorizaciones de z
hasta z’ es una secuencia zj, ..., zx € Z(s) tal que zp =z, zx = 2" y

d(z;, zi+1) < N para todo i
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Grado de catenariedad

El grado de catenariedad de S, c(S), es el minimo N € N U {oo} tal
que para cada s € S y cualesquiera dos factorizaciones z,z’ € Z(s),
existe una N-cadena de z hasta z’

w-primalidad

w(S) es el minimo de los N € N U {co} tales que para cualquier
atomo a, st a| ) ;- a; (en S), entonces existe ) C / con |Q] < N tal
que a|_jcqai

Grado de amansamiento

El grado de amansamiento, t(S), es el minimo de los N € N U {oo}
tales que para todo s € S, z € Z(s) y cualquier dtomo a tal que a|s
(en S), existe z' € Z(s) de forma que a|z’ (en Z(S)) y d(z,Z') < N
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2 + suppA(S) < ¢(S) < w(S) < t(S) < w(S)?

p(S) < w(S)

gap> CatenaryDegreeOfNumericalSemigroup(s);
5

gap> OmegaPrimalityOfNumericalSemigroup(s);
5

gap> TameDegreeOfNumericalSemigroup(s);
5
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Grado de catenariedad

(1,1,3) 4 (2,5,0)
3
4 7
8
4,2,1) 5 (9,0,0)

Factorizaciones de 45 en <5,7,11>
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Grado de catenariedad

(1,1.3) 4 (2,5.0)

Catenariedad 5

(4,2,1) 5 (9,0,0)

Factorizaciones de 45 en <5,7,11>
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Recordemos que
m:Z(S)— S talque m(u)=u paracada ueE A(S)

~s ={(x.y) € Z(S) x Z($) | 7(x) = n(y)}

Dadas z y Z’ factorizaciones de s € S, con 0 # d = z A Z/, tenemos
z —d and z’ — d son factorizaciones de s — (d), y podemos ir
desde z hasta z’ usando factorizaciones de s — n(d), y luego
trasladando por d

R-clases
Decimos z y Z' estdn R-relacionadas si existen z, ...,z
factorizaciones de s tales que

> 1=z 2z =2;
> OZ/EZ,'/\Z,'_H
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Elementos de Betti

Un elemento s de S es un elemento de Betti si su conjunto de
factorizationes tiene mas de una R-clase

Sea S un monoide cancelativo y conmutativo que cumple la concidién de
cadena ascendente para ideales principales, o equivalentemente, que no
existen secuencias infinitas s, ..., s,, ... de forma que s; — s;;; € S para
todo i

Con los elementos de Betti construimos la congruencia
~Ss
Seas € S yx,y € Z(s). Entonces existen z;, ...,z € Z(s) de forma
que
> 1 =Xzt =Y,
> para todo i € {1,...,t —1}, (z, ziy1) = (ai + ¢, bi + ¢;) con
¢ € Z(S) y ademas a; no esta en la R—clase de b; (y por tanto
a; y b; son factorizaciones de un elemento de Betti de S)



Monoides,
factorizaciones y
presentaciones

DEMACOM.2

gap> s:=NumericalSemigroup(5,7,11);
<Numerical semigroup with 3 generators>
gap> MinimalPresentationOfNumericalSemigroup(s);

tcfrf2,0,11, [0, 3,0
(r5 0,01, 00,2, 1]

1,003 1,01, [0,0,211,
]
Los elementos de Betti son 21, 2

]
]
2y 25
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El supremo de A(S) se “alcanza” en los elementos de

Betti

El grado de catenariedad se alcanza también en los
elementos de Betti

Otros casos especiales

En el caso de presentaciones genéricas o con un uUnico elemento de
Betti

Y la elasticidad se alcanza en los elementos de Betti (cuando el
existe un sélo elemento de Betti)
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Recordemos que
m:Z(S)— S talque m(u)=u paracada ue€ A(S)

~s ={(x.y) € Z(S) x Z($) | 7(x) = n(y)}
es, ademds de una congruencia, un monoide atémico
St S=(m,..., np), A(~s) son las soluciones minimales de

mxy+ -+ NpXp—nNyr — - — Npyp =0

Primitivos
Los elementos primitivos de ~s son los atomos que no son de la
forma (e;, &)
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-7 =0.

357 -3-5

(4’0’010,1,1) (010,5)0!7’0) (01034’1,5’0) (030,3’2’350)
(0,0’2,3’1:0) (03073)790:0) (017}0)0,055) (5:09010,3)0)
(0,2,0,1,0,1) (0,1,1,4,0,0) (0,3,0,5,0,0) (1,5,0,0,0,4)

(2,s,0,0,0,3) ¢3,1,0,0,0,2) (7,0,0,0,0,3) (1,0,1,0,2,0)

1,0,0,1,0,0) (0,1,0,0,1,0) (0,0,1,0,0,1)

19

Numero de soluciones:

Os

Tiempo de computo:



Monoides,
factorizaciones y
presentaciones

DEMACOM.2

El grado de amansamiento se alcanza en los elementos
que intervienen en los primitivos de ~g

La elasticidad se alcanza en esos elementos con soporte
m{nimo
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Calculando la w-primalidad

w(S) = sup (min{|z| : z € Minimals<Z(a + S)})
acA(S)
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Dado s € S no nulo,

Ap(S,s)={xeS|x—s¢&S}

Semigrupos numéricos

Si S es un semigrupo numérico, entonces Ap(S, s) tiene exactamente
s, uno por cada clase de congruencia moédulo s

» El grado de catenariedad se alcanza en un elemento de la
forma Ap(S, m) + a con m el elemento positivo mas pequeio de
S,y aun atomo de S

» El grado de amansamiento y la w-primalidad se alcanzan en
un elemento de la forma Ap(S, a) + & con a y & atomos de S
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