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Estimacion insesgada

Modelo basico

(] X1,...,XN{LCJI (X;Q)
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Estimacion insesgada

Modelo basico

® Xi,...,Xn 2 F(x;0)

@ Objetivo: Estimacion puntual
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Estimacion insesgada

Modelo basico

® Xi,...,Xn 2 F(x;0)

@ Objetivo: Estimacion puntual
Encontrar una funcién de la muestra (datos) que aproxime
razonablemente a H(0), i.e.,

Tn(X1, ..., Xn) =~ H(9)
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Estimacion insesgada

Estimacién insesgada

Dado H(#) encontrar Ty = Tn(Xq, ..., Xy) tal que:

Ey Ty = H(0), V0
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Estimacion insesgada

Teoria B-R-L-S

@ Un estadistico Sy = Sn(Xi, ..., Xy) es suficiente si

(X1,---,Xn) | Sy no depende de 6

@ Un estadistico Sy = Sn(Xj, ..., Xy) es completo

]E@g(SN) =0,Vv0 =g=0, Py—c.s.
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Estimacion insesgada

Teoria B-R-L-S

@ Si la familia de distribuciones F(-,0) admite un estadistico
suficiente y completo, los estimadores insesgados de una
funcién paramétrica H(6) deben ser obtenidos, si fuera
posible, como funciones del estadistico suficiente y
completo:

Eo Tn(Sn) = H(6), W0
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Estimacion insesgada

@ Sea Xi,..., Xy 9 Po 0) deseamos estimar

H(0) = Py(X = 0) = e~
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Estimacion insesgada

@ Sea Xj,..., Xy (S Po(#) deseamos estimar
H(0) = Py(X =0) = e~".

@ Un estadistico suficiente y completo es

N
Sn =Y _ X; ~ Po(N0)

i=1
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Estimacion insesgada

@ Sea Xj,..., Xy (S Po(#) deseamos estimar
H(0) = Py(X =0) = e~".
@ Un estadistico suficiente y completo es
N
Sn =Y _ X; ~ Po(N0)

i=1

@ El estimador insesgado se obtiene resolviendo

Ey TN(SN) = e‘9
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Estimacion insesgada

Ejemplo - Continuacion

@ Es decir:
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Estimacion insesgada

Ejemplo - Continuacion

@ Es decir:

@ luego
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Estimacion insesgada

Ejemplo - Continuacion

@ Es decir:

@ luego
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Estimacion insesgada

Distribuciones de series de potencias (PSD)

Definicion
Sea G(0) = Zkzo gkb¥ congk > 0, Yk > 0. Entonces,

g%

Gy k20

X ~ PSD(G(0)) & Po(X = k) =
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Estimacion insesgada

Distribuciones de series de potencias (PSD)

Definicion
Sea G(0) = Zkzo gkb¥ congk > 0, Yk > 0. Entonces,
X ~ PSD(G(#)) & Py(X = k)= Z& k0
’ G(0)’
Ejemplos
X ~ Po() & X~ PSD (€
X~Gell) < X~PSD((1-6)")
X~BN(r,0) & X~PSD((1-6)"")
X ~Bi(N,0) < X~ PSD((1 0)’\’)

Fernando Lépez-Blazquez Estimacion insesgada, alocacion de bolas en urnas y arboles ale:



Estimacion insesgada

Estimacién insesgada en PSD

°
iid N
X ~ PSD (G(9)) = Sy=>_ X~ PSD (GN(a))
independientes, j=1,...,N =
es decir:
n
Py(Sy = n) — %A,’Q”(Z), n>0,60>0

@ Sy es suficiente y completo
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Estimacion insesgada

Estimacién insesgada en PSD

@ Sibuscamos un estimador insesgado, Ty de H(6)
debemos resolver:

S Ta(n g"’ ”9 — H(6), V0

n>0
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Estimacion insesgada

La transformacion PSD

@ La relacion anterior puede entenderse como un funcional:
Tno——oH

que denominaremos transformacién PSD
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Estimacion insesgada

La transformacion PSD

@ La relacion anterior puede entenderse como un funcional:
Tno——oH

que denominaremos transformacién PSD

@ Obtener un estimador insesgado consiste basicamente en
invertir la transformacion PSD.
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Alocacion aleatoria

@ Sean N urnas distinguibles (numeradas)
@ Se colocaran n bolas en las urnas.
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Alocacion aleatoria

@ Sean N urnas distinguibles (numeradas)
@ Se colocaran n bolas en las urnas.

@ El conjunto de todas las posibles alocaciones es:

n
QH,N: W:(}/h"';}/N)GN{)V:ZYIZn

i=1
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Alocacion aleatoria

@ Sea {w}x>0 una sucesion de numeros reales no
negativos.

@ Para cada alocacién w = (y1, ..., ¥n) se define su peso:

N
W(w) = H Wy,
=
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Alocacion aleatoria

@ El modelo de alocacion aleatoria consiste en seleccionar
una alocacion en €2, y con probabilidad proporcional al
peso:

P(Yy =yy,..., YNn=yn) < W(w)

@ es decir:

§i Wy,
P(Y; ZY17---aYN:}’N):ﬁ

donde Z(N,n) =3 _ycq, ]_[j'i1 wy, (funcion de particion)
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Resultado fundamental

@ Sea (Y1,..., Yn) es una alocacion aleatoria en Qp n (N
urnas y n bolas) con pesos asociados { W} x>o.
@ Sean Xi,..., Xy 'S PSD(G(9)) con G(0) = 3, w0 y
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Resultado fundamental

@ Sea (Y1,..., Yn) es una alocacion aleatoria en Qp n (N
urnas y n bolas) con pesos asociados { W} x>o.
@ Sean Xi,..., Xy 'S PSD(G(9)) con G(0) = 3, w0 y

Teorema

(Yoo, Ya) € (X5, Xn) | Sy =
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Cantidades de interés en modelos de urnas

La mayoria son de la forma:
E(g(Y1,...,Yn)), gmedible
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Cantidades de interés en modelos de urnas

La mayoria son de la forma:
E(g(Y1,...,Yn)), gmedible

@ Ejemplos
e Funcién de probabilidad conjunta:

P(Y1 :y1,...,YN:yN):E(I(Y1 :y1,...,YN:yN))
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Cantidades de interés en modelos de urnas

La mayoria son de la forma:
E(g(Y1,...,Yn)), gmedible

@ Ejemplos
e Funcién de probabilidad conjunta:

P(Y1 :y1,...,YN:yN):E(I(Y1 :y1,...,YN:yN))

e Probabilidades marginales: P(Y; = y;) = E(I(Y; = y}))
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Cantidades de interés en modelos de urnas

La mayoria son de la forma:
E(g(Y1,...,Yn)), gmedible

@ Ejemplos
e Funcién de probabilidad conjunta:

P(Y1 :y1,...,YN:yN):E(I(Y1 :y1,...,YN:yN))

e Probabilidades marginales: P(Y; = y;) = E(I(Y; = y}))
o Momentos: EYf
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Cantidades de interés en modelos de urnas

La mayoria son de la forma:
E(g(Y1,...,Yn)), gmedible

@ Ejemplos
e Funcién de probabilidad conjunta:

P(Y1 :y1,...,YN:yN):E(I(Y1 :y1,...,YN:yN))

e Probabilidades marginales: P(Y; = y;) = E(I(Y; = y}))
o Momentos: EY
o Distribucién de Multiplicidades

PO 1{Yi=r} =)
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Cantidades de interés en modelos de urnas

La mayoria son de la forma:
E(g(Y1,...,Yn)), gmedible

@ Ejemplos
e Funcién de probabilidad conjunta:

P(Y1 :y1""7YN:yN):E(I(Y1 :y1,---,YN:}/N))

Probabilidades marginales: P(Y; = y;) = E(I(Y; = y)))
Momentos: EY/
Distribucion de Multiplicidades

PO 1{Yi=r} =)

Gaps, colisiones, maximas ocupaciones,...etc
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Transformaciones en modelos de urnas

Se verifica que Ey (g (X1,...,Xn)) esla
PSD(GN(#))-transformada de E (g (Yi, ..., Yn)), s decir

E(g(Yy,..., Yn)) o——E (g (Xi,..., XN))
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Maxwell-Boltzmann

@ nbolas numeradas en N urnas distinguibles
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Maxwell-Boltzmann

@ nbolas numeradas en N urnas distinguibles
@ Sucesion de pesos: wy = 7;
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Maxwell-Boltzmann

@ n bolas numeradas en N urnas distinguibles
@ Sucesion de pesos: wy = 7;
@ Funcién de probabilidad conjunta de las alocaciones

nt 1
P(Y1=}’1~-,YN=YN)=Hy,|W
jrr

parays +---,yn=n
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Maxwell-Boltzmann

@ n bolas numeradas en N urnas distinguibles
@ Sucesion de pesos: wy = 7;
@ Funcién de probabilidad conjunta de las alocaciones

nt 1
P(Y1=}’1~-,YN=YN)=Hy,|W
jrr

parayi+---,yn=n
o PSD asociada: X; "¢ PSD(exp(6)) = Po(6)
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Maxwell-Boltzmann

@ n bolas numeradas en N urnas distinguibles
@ Sucesion de pesos: wy = 7;
@ Funcién de probabilidad conjunta de las alocaciones

nt 1
P(Y1=}’1~-,YN=YN)=Hy,|W
jrr

parayi+---,yn=n
o PSD asociada: X; "¢ PSD(exp(6)) = Po(6)
® Sy =N, Xi(6) ~ Po(No)

Fernando Lépez-Blazquez Estimacion insesgada, alocacion de bolas en urnas y arboles ale:



Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Maxwell-Boltzmann

@ nbolas numeradas en N urnas distinguibles
@ Sucesion de pesos: Wy = 7
@ Funcién de probabilidad conjunta de las alocaciones
n 1
P(YYr=y1...,Yn=yn) =

[y N

parayi+---,yn=n
o PSD asociada: X; "¢ PSD(exp(6)) = Po(6)
® Sy =N, Xi(6) ~ Po(No)
@ La transformacion asociada es

Z Tn(n) exp(— )(NHI)”

n!

Poissonizacién
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Ejercicio...

Calcular la probabilidad de que haya k urnas vacias
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Solucién

@ El nUmero de urnas vacias es

N
Mo :=> 1{Y; =0}
i=1
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Solucién

@ El nUmero de urnas vacias es

N
Mo :=> 1{Y; =0}
i=1

@ Se tiene:
N N
P> H{Yi=0}=k|o——P (> 1{X;=0} =k
i=1 i=1
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Solucién

@ El nUmero de urnas vacias es

N
Mo :=> 1{Y; =0}
i=1

@ Se tiene:
N N
P> H{Yi=0}=k|o——P (> 1{X;=0} =k
i=1 i=1

@ Pero YN 1{X; = 0} ~ Bi(N, &)
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Solucién

@ Entonces:
N N
P (ZHY,-:O} :k) oo <Z1{X,-:O}:k> -
=1 i=1

_ <ll\<l> e M1 — e V)N-ke

(% (e (-5

j=0
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Ejercicio....

¢ Cual es el valor esperado del numero de urnas vacias?
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Solucién

@ Sean
N
Mo:=> 1{Y;=0}
i=1

N
M - = 21{)(,- =0} ~Bi(N, e
i=1
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Modelos de alocacién aleatoria de bolas en urnas

Solucién

@ Sean
N
Mo:=> 1{Y;=0}
i=1
N
M - = 21{)(,- =0} ~Bi(N, e
i=1

@ Entonces:

1\"
EMyo———eEM; = Ne e o (1 — )
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Arboles aleatorios

Arboles aleatorios finitamente generados

@ Consideremos el conjunto de arboles con n nodos, .

@ Sea d*(v) el nimero de nodos que cuelgan del vértice v
(outdegree)

@ Sea la sucesion de pesos (no negativos) { w }x>o
@ Elpeso asociadoaun arbol T € T, es

W(T) = H Wd*(v)

veT
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Arboles aleatorios

Arboles aleatorios finitamente generados

@ Seleccionar un arbol en T, con probabilidad proporcional
al peso:
]P’(T = T) o6 H Wa+(v), T €%

veT
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Arboles aleatorios

Arboles aleatorios finitamente generados

@ Seleccionar un arbol en T, con probabilidad proporcional

al peso:
]P’(T = T) o6 H Wa+(v), T €%
veT
@ es decir:
w,
BT =T)= HVETZ T Teg,
n
donde
Zn = Z H Wd*(v)
TGTn veT
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Arboles aleatorios

Relacién entre arboles aleatorios y modelos de
alocacion
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Arboles aleatorios

Relacién entre arboles aleatorios y modelos de
alocacion

@ Un arbol puede asociarse a un modelo de alocacién:
Nodo — Urna
Outdegree — Bolas
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Arboles aleatorios

Relacién entre arboles aleatorios y modelos de
alocacion

@ Consideramos orden depth-first en los arboles

@ Construimos un modelo de alocacién con n urnas
(vértices) y n — 1 bolas (outdegree)

7 ool d [ ] 1ol |
ga@ 102034567
® @ @

Fernando Lépez-Blazquez Estimacion insesgada, alocacion de bolas en urnas y arboles ale:



Arboles aleatorios

Relacién entre arboles aleatorios y modelos de
alocacion

@ Desafortunadamente la relacion entre arboles en T,y
alocaciones en ,_4 , no es biyectiva
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Arboles aleatorios

Relacién entre arboles aleatorios y modelos de
alocacion

@ Desafortunadamente la relacion entre arboles en T,y
alocaciones en ,_4 , no es biyectiva

@ Por ejemplo la alocacion (2,0,0,1,2,0) € Qp_1

° “d |
5 I I

1 2 3 4 5 6

no se corresponde con ningun arbol en Tg.
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Arboles aleatorios

Relacién entre arboles aleatorios y modelos de
alocacion

@ Sin embargo una y solo una permutacion circular de una
alocacion en Q,_1 , se corresponde con un arbol en T.
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Arboles aleatorios

Relacién entre arboles aleatorios y modelos de
alocacion

@ En la alocacion anterior

(2,0,0,1,2,0) NO
(0,2,0,0,1,2) NO
(2,0,2,0,0,1) NO
(1,2,0,2,0,0) Sl
(0,1,2,0,2,0) NO
(0,0,1,2,0,2) NO
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Arboles aleatorios

Relacién entre arboles aleatorios y modelos de
alocacion

@ En la alocacion anterior

(2,0,0,1,2,0) NO

(0,2,0,0,1,2) NO (2)
(2,0,2,0,0,1) NO

(1,2.0,2,0,0) Sl ® (4)
(0,1,2,0,2,0) NO

(0,0,1,2,0,2) NO ® ©
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Arboles aleatorios

Conclusion

La estimacién insesgada en PSD, el estudio de las
distribuciones asociadas a modelos de alocacion aleatoria de
bolas en urnas y las distribuciones de arboles aleatorios
finitamente generados son problemas distintos que pueden ser
abordados con una herramienta comun:

la transformada PSD!
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