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Conjuntos test en optimizacidn entera no lineal
Método Walk-Back

Programacion entera con ayuda del dlgebra

Recordaremos algunas de las ideas desarrolladas para tratar el
siguiente problema (P):

min ¢x,

sujetoa Ax=Db
gi(x) < G

gm(X) < Cp,
x=(x1,...,%) € 2%, m>1

con A matriz entera. Se trata de un problema de programacién
entera no lineal (con funcién objetivo lineal).
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Tayur, Thomas y Natraj '1995

Nuestra inspiracién inicial

Tayur, Thomas y Natraj, en An algebraic geometry algorithm for
scheduling in presence of setups and correlated demands, [Math.
Programming (1995)], presentaron un método para encontrar
una solucion exacta para un tipo de problema entero con
restriccion de probabilidad.
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Tayur, Thomas y Natraj '1995

Nuestra inspiracién inicial

Tayur, Thomas y Natraj, en An algebraic geometry algorithm for
scheduling in presence of setups and correlated demands, [Math.
Programming (1995)], presentaron un método para encontrar
una solucion exacta para un tipo de problema entero con
restriccion de probabilidad.

Su método se puede generalizar para cualquier (P) como el
descrito anteriormente.

Usan una idea de Sturmfels [ ]
para visitar, de forma ordenada, todos los puntos factibles de un
problema de programacién lineal entera.
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Tayur, Thomas y Natraj '1995

El método se basa en:
e El cilculo de un conjunto test (test set) para un subproblema
lineal (P.) de (P).
@ Un proceso de bisqueda inversa (walk-back) para alcanzar,
comenzando en el éptimo de (P.) el éptimo de (P).
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Walk-back simple: conjuntos test

Un conjunto G-, C ZN es un conjunto test de una familia de IP
con matriz A y coste c si
@ para cada punto no 6ptimo « factible de IP existe g € G~ _ tal
que o — g es un punto factibley o >. o — g,

@ para el punto 6ptimo 5 de IP, 3 — g es no factible para todo
g e g>c'
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Walk-back simple: conjuntos test

Definicion

Un conjunto G-, C ZN es un conjunto test de una familia de IP
con matriz A y coste c si

@ para cada punto no 6ptimo « factible de IP existe g € G~ _ tal
que o — g es un punto factibley o >. o — g,

@ para el punto 6ptimo 5 de IP, 3 — g es no factible para todo
g 6 g>c'

Un conjunto test proporciona un método para resolver un IP dado
un punto factible: en cada paso, o existe un elemento del conjunto
test que mejora al actual, o no hay mejora y estamos en el éptimo.
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Conjuntos test algebraicos
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ciertos ideales toricos asociados a Ay c.

Este paso puede ser el cuello de botella del problema, pero...
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@ Hemos encontrado muchos problemas para los que el tiempo
de calculo del conjunto test es muy razonable.
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Walk-back simple: conjuntos test

Conjuntos test algebraicos

Los conjuntos test se pueden calcular usando bases de Grobner de
ciertos ideales toricos asociados a Ay c.

Este paso puede ser el cuello de botella del problema, pero...
@ Hemos encontrado muchos problemas para los que el tiempo
de cdlculo del conjunto test es muy razonable.

@ A veces somos capaces de dar una férmula cerrada los
conjuntos test para familias de problemas.
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Desandando el camino...

Resolviendo (P)

@ co mejor coste de punto factible y° para (P)

e Calculamos  éptimo de (P;).

@ Si 3 es factible para (P), es éptimo de (P).

@ Si 3 no es factible para (P), usamos el esqueleto reverso G, .

@ Para cada v punto obtenido mediante G :

o Si C(’y)>Co,
o Si ’)/,'<0
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Desandando el camino...

Resolviendo (P)

@ co mejor coste de punto factible y° para (P)

e Calculamos  éptimo de (P;).

@ Si 3 es factible para (P), es éptimo de (P).

@ Si 3 no es factible para (P), usamos el esqueleto reverso G, .

@ Para cada v punto obtenido mediante G :

o Si c(’y) > C,
o Si vi < 0
o Si 7 es factible para (P), y c(vy) < co, actualizamos ¢y e y°.

<
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Ventajas e incovenientes de la busqueda

@ La bisqueda inversa nos proporciona de forma ordenada,
mediante coste creciente, todos los puntos factibles de (P).

@ Un nuevo punto factible y® que mejore el coste, descarta
todos los nodos pendientes de coste mayor o igual.

| A

Incoveniente principal

Si los puntos factibles de (P) estdn muy lejos de 3 éptimo de
(LP), el nimero de nodos a procesar es enorme.

Si acortamos la regién de busqueda anadiendo restricciones
lineales, el conjunto test cambia (generalmente se complica).
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anchura moviéndose mediante el conjunto test.
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Problemas en la enumeracion de puntos factibles

Basicamente, el método de Walk-back realiza una bidsqueda en
anchura moviéndose mediante el conjunto test.

Sturmfels en “Grobner bases and Convex polytopes”

Para evitar una lista demasiado grande de nodos activos durante el
recorrido hacia atrds, es interesante usar la técnica de Avis &
Fukuda 1992 (por cierto, pararelizable de forma natural.)
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Mejoras en la busqueda

Procesamiento

El tamaio de la lista de nodos activos crece muy rapidamente, en
nuestro movimiento entre los puntos factibles de (P;), mediante el
conjunto test:

@ Si los ordenamos por coste, el coste computacional es muy
alto.




Conjuntos test en optimizacidn entera no lineal
Método Walk-Back

Mejoras en la busqueda

Procesamiento

El tamaio de la lista de nodos activos crece muy rapidamente, en
nuestro movimiento entre los puntos factibles de (P;), mediante el
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@ Si los ordenamos por coste, el coste computacional es muy
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Mejoras en la busqueda

Procesamiento

El tamaio de la lista de nodos activos crece muy rapidamente, en
nuestro movimiento entre los puntos factibles de (P;), mediante el
conjunto test:

@ Si los ordenamos por coste, el coste computacional es muy
alto.

@ Se tarda mucho en encontrar los mejores puntos factible para
(P).

@ Tenemos que ordenar la lista de pendientes mediante un
balance entre coste y factibilidad para (P).
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Método Walk-Back

Notacion

(P) minc'x (P) minc'x
xe A Ax = b
xeB gi(x) <G
8m(x) < Cm
(PL) minc'x (PL) minc'x

xe A Ax=b
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Funcién de penalizacién

@ cp(x) = c(x)+ P(x)

e P(x) = p(d(x,B)), d distancia de x a B.

Si B viene dado por gi(x) < G;: P(x) = >_ méx(gi(x) — G;,0)
¢p(x) = c(x) + uP(x) (penalizacién estatica)
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cp(x) = c(x) + A(t) || r(x) || (penalizacién adaptativa)

® cp(x) =c(x)-(2— D(x))
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de secuencia de trabajos por lotes a maquinas, para minimizar
costes de produccién y puesta en marcha.



Conjuntos test en optimizacidn entera no lineal

Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Secuenciacién de trabajos

El problema tratado en Tayur, Thomas y Natraj, es un problema
de secuencia de trabajos por lotes a maquinas, para minimizar
costes de produccién y puesta en marcha.

Entre las restricciones las hay de capacidad temporal de las
mdquinas y una restriccién de probabilidad para alcanzar la
demanda.



Conjuntos test en optimizacidn entera no lineal

Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Secuenciacién de trabajos

El problema tratado en Tayur, Thomas y Natraj, es un problema
de secuencia de trabajos por lotes a maquinas, para minimizar
costes de produccién y puesta en marcha.

Entre las restricciones las hay de capacidad temporal de las
mdquinas y una restriccién de probabilidad para alcanzar la
demanda.

Esta dltima restriccidn es de probabilidad con la forma:

Prob(Tx < C) >~

con T una matriz tecnoldgica que representa una muestra de
demandas. Ademas hay correlaciéon entre las variables, lo que hace
mas dificil el problema
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Modelo

n numero de trabajos, indicados por /,
m numero de maquinas, indicadas por j,

(D1, ..., Dy) vector aleatorio de demandas,

G capacidad (tiempo) de cada maquina,

(D1, ..., D,) vector de medias de la probabilidad de
distribucién de demanda,

S tiempo de puesta en marcha para el trabajo i en maquina j,

Kjj coste de puesta en marcha del trabajo / en maquina j,
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Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Modelo

M; tamafio de lote,

L:-j coste de produccién por unidad de / en maquina J,
Lj= (D,-/M;)L;-J-,

@ pj; tiempo de proceso de unidad de / en mdquina J,

@ v probabilidad de alcanzar la demanda.
@ zj variable binaria trabajo / se planifica en J,

@ y;; multiplos de 1/M; de demanda de producto i planificado
en j.
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Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Modelo

(SP) minimiza Z Z(KUZ,'J' + Lijyij)

i

m
st.Y yj=M,i=12..n (1)
j=1

Mizij > yij,i=1,2,...,n,j=1,2,...,m, (2)
n n
ZPU(Di/Mi)yU—i_ZSUZUSCJ"j:]"z"“’m’ (3)
i=1 i=1

PrOb{Zpij(Di/Mi)}/ij“‘ZsijZij < Cj,j: 1,2,...,m} >,

i=1 i=1

zj€{0,1},y; €{0,1,..., M;} (5)
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Problema relajado

(LSP) minimiza Y ) (Kjzj + Liyy)
i
s.t.

m
> yi=M,i=12,..n, (6)
j=1

M,-z,jZy,-j,i:1,2,...,n,j:1,2,...,m, (7)

zjj € {0, 1},y,-j € {0, 1,..., M,'}.
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Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Funciones de penalizacién

Si x es el conjunto de variables yj;, z;, consideraremos:

Go(x) = v — &o(x),

n

go(X) = Prob {Zpu (D,-/I\/l,-)y,-j —|—ZSUZ;J' < CJ,_/ =12.. .,m},

i=1 i=1
Gj(x) = gi(x) - G,

gJ(x) = Zp,'j (D,/M,) y,~j+25,~jz,-j,j =1,2,...,m.
i=1

i=1
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Funciones de penalizacién
La primera funcién de penalizacién es: To(x) = c(x) + puP(x) con

P(x) =Y max(Gj(x),0).
Jj=0

para calcular i, consideramos
@ p éptimo del problema relajado (LSP),
® p = Go(p), 0 = c(p)
o a =3 ;> (Kij+ MiLy)

1 — Q ()]
fio = ;o= Uog(%)J, y 1= afio.
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Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Resultados computacionales

Cuadro : 4 maquinas, 7 trabajos, M = 2, modelo original

Walk-back Penalty Ty
Total Optimo Total Optimo
0% T [ Nodos T [ Nodos T [ Nodos T [ Nodos
0,888 | 148,7 13708 | 91,2 12409 543 8861 0,8 596
0,900 | 149,3 13709 | 92,1 12410 54,8 8865 0,8 600
0,932 | 237,3 18560 | 29,2 7132 || 196,3 18498 1,1 777
0,956 Max NNP Max 6194,5 83857
0,960 Max NNP Max | 14397,0 116797
0,980 Max NNP Max NNP
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Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Resultados computacionales

Cuadro : 4 maquinas, 7 trabajos, M = 2, modelo original

Walk-back Penalty Ty
Total Optimo Total Optimo
0% T [ Nodos T [ Nodos T [ Nodos T [ Nodos
0,888 | 148,7 13708 | 91,2 12409 54,1 8972 11 733
0,900 | 149,3 13709 | 92,1 12410 53,9 8931 1,1 737
0,932 | 237,3 18560 | 29,2 7132 || 192,83 18516 1,3 898
0,956 Max NNP Max 239,7 18184
0,960 Max NNP Max | 5614,5 78284
0,980 Max NNP Max NNP
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Mejora del modelo

El modelo original admite una desigualdad lineal adicional

zi<ypni=1Ll...,nj=1,...,m.
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Mejora del modelo

El modelo original admite una desigualdad lineal adicional
zi <yji=1,...,nj=1...,m. (9)

Afadir esta restriccién disminuye el espacio de blsqueda
El calculo de la base de Grobner del modelo lineal mejorado sigue
siendo muy répido (menos de 1 s)
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Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Resultados computacionales

Cuadro : 4 maquinas, 7 trabajos, M = 2, modelo mejorado

Walk-back Penalty Ty
Total Optimo Total Optimo
0% T [ Nodos T [ Nodos T [ Nodos T [ Nodos
0,388 3,4 934 1,3 873 2,8 643 0,2 100
0,900 3,4 934 1,3 873 2,7 643 0,2 100
0,932 5,4 1299 1,4 893 41 913 0,1 63
0,956 | 176,9 15220 | 130,2 14670 64,8 8511 2,1 1145
0,960 | 534,9 28575 | 429,3 27799 263,7 19072 | 62,5 7973
0,980 Max NNP || 6355,7 98294 | 11,7 3360
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Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Resultados computacionales

Cuadro : 4 maquinas, 7 trabajos, M = 2, modelo mejorado

Walk-back Penalty T7
Total Optimo Total Optimo
0% T [ Nodos T [ Nodos T [ Nodos T [ Nodos
0,388 3,4 934 1,3 873 2,7 641 0,1 97
0,900 3,4 934 1,3 873 2,7 641 0,2 97
0,932 5,4 1299 1,4 893 41 913 0,1 63
0,956 | 176,9 15220 | 130,2 14670 60,9 8064 1,2 727
0,960 | 534,9 28575 | 429,3 27799 1941 16172 | 22,4 4497
0,980 Max NNP || 6316,1 98920 | 87,5 9905
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Aplicaciones: Secuenciacién de trabajos

Comparativa con otros resolutores

Otros resolutores

@ El resolutor COUENNE devuelve el mensaje “System error” y
para la ejecucién sin devolver ninglin punto.
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restriccién de probabilidad, y no proporciona ningtin mensaje
sobre ello.
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Comparativa con otros resolutores

Otros resolutores

@ El resolutor COUENNE devuelve el mensaje “System error” y
para la ejecucién sin devolver ninglin punto.

@ BARON devuelve un punto que no es factible para la
restriccién de probabilidad, y no proporciona ningtin mensaje
sobre ello.

@ BONMIN no trata problemas con regién factible no convexa,
pero podria devolver (como heuristico) un punto factible. Sin
embargo, el proceso acaba con un punto no factible para la
restriccién de probabilidad.




	Método Walk-Back

