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El problema base

o INPUT
o A={1,...,n} puntos (clientes y plantas potenciales)
¢ dj > 0 distancias entre puntos
8 ¢jj > 0 costes de asignacién
e p > 1 numero fijo de plantas

@ VARIABLES

@ yj, j € A, =1 si se abre una planta en el punto j,
e X, i,j € A, = 1 si el cliente / se asigna a la planta j
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El problema base

min cx +cy+ c*z
s.a djenXi=1 Vie A (1)
xij < yj Vi,jEA (2)
Zjeij:p (3)
Fx+Fy+Fz<g
xjj >0 Vi,jeA
0<y <1 vjeA (4)
yj € Z, Vie A (5)
xjj € Z, Vi, jeA (6)
zZk €Z Vke K'C K
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El problema de la p-mediana

min > ica jea dijXij
s.a Yeaxi=1 VieA

xij <y Vi,j €A
EjeAyJ':P
xjj >0 Vi, jeA

0<y <1 VjeA
Xij, ¥j € L Vi, jeA
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El problema de la p-mediana

min > ica jea dijXij
s.a Yeaxi=1 VieA

xij <y Vi,j €A
EjeAyJ':P
xjj >0 Vi, jeA

0<y <1 VjeA
Xij, ¥j € L Vi, jeA

Debido a la forma de la funcién objetivo, cada cliente es asignado a
la planta mds cercana (a menor distancia) en una solucién éptima.
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Caso general

. . . . 0 1 2
Consideremos el siguiente ejemplo: = 1 o 3
2 3 0

min  x12 + 100x33 + xp1 + 100x23 + 2x31 + X32

s.a EjeAXijzl VieA
xij < yj Vi,j €A
Yjeayi =2
xj >0 Vi,j €A
0<y <1 VjeA
Xij, Y] €L Vi,j €A

.y , . 1 0 O
con solucién éptima y = (1,1,0), x = ( 0 19 )
Aunque el cliente 3 estd a menor distancia de la planta 1, es

asignado a la planta 2 por tener un coste menor.
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Caso general

. . . . 0 1 2
Consideremos el siguiente ejemplo: = 1 o 3
2 3 0

min  x12 + 100x33 + xp1 + 100x23 + 2x31 + X32

s.a EjeAXijzl VieA
xij < yj Vi,j €A
Yjeayi =2
xj >0 Vi,j €A
0<y <1 VjeA
Xij, Y] €L Vi,j €A

con solucién éptima y = (1,1,0), x = ( é (f § )

Aunque el cliente 3 estd a menor distancia de la planta 1, es
asignado a la planta 2 por tener un coste menor.

Existen muchos modelos de localizacién discreta en los que hay
que forzar mediante restricciones adicionales que los clientes sean
asignados a la planta mds cercana. Algunos de ellos quedan

reflejados en las transparencias siguientes.
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Restricciones CA en la literatura

Rojeski y ReVelle (1970)
(problema con restricciones de presupuesto)

Xt Y. yaZy Vij€EA RR
a: d,‘a<d,'j

Como sélo funcionan en ausencia de empates, supondremos en lo

sucesivo que para un cliente fijo i € A, las distancias djj, j € A, son
todas distintas.
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Restricciones CA en la literatura

Wagner y Falkson (1975)
(servicio a todas las llegadas)

Y xaty <1 VijeA WF
a: d,'a>d,'j
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Restricciones CA en la literatura

Church y Cohon (1976)
(ubicacién de servidores de energia)

Z Xia > y; Vi,j € A. cc
a. d,'agd,'j
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Restricciones CA en la literatura

Dobson y Karmarkar (1987)
(localizacién competitiva)

xj+y,s<1 Vijj,ac€cA: dj,<dj. DK

Inmaculada Espejo Alfredo Marin Antonio Rodriguez-Chia Restricciones CAC



Restricciones CA en la literatura

Canovas, Garcia, Labbé y Marin (2007)
(localizacién con preferencias)

Y oxat D> Xty <1 VijkeA CGLM

a: d,'a>d,'j a: d,'agd,'j,dka>dkj

e
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Restricciones CA en la literatura

Canovas, Garcia, Labbé y Marin (2007)
(localizacién con preferencias)

Y oxat D> Xty <1 VijkeA CGLM

a: d,'a>d,'j a: d,'agd,'j,dka>dkj

e
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Restricciones CA en la literatura

Belotti, Labbé, Maffioli y Ndiaye (2007)
(localizacién repulsiva)
Introducidas como desigualdades validas.

p Z Xia < Z v, Vi, j€A. BLMN

a: di;>dj; a: di;>dj;
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Restricciones CA en la literatura

Berman, Drezner, Tamir y Wesolowsky (2009)
(localizacién equitativa)

> diaxia + (M — dj)y; <M Vij €A BDTW
acA

M es una cantidad grande
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Restricciones CA en la literatura

Marin (2010)
(localizacién con equilibrio entre plantas)

qij Z Xia + Z ¥a < qj, Vij €A M

a: d,'azd,'j a: d,'a<d,'j

qij == min{p, [0;|} y 0 :={a: dia < dj}
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Restricciones CA en la literatura

Las restricciones M pueden adaptarse al caso en que no hay un
numero fijo de plantas haciendo

1051 Z Xia + Z va < |0i], Vi,j€A. M

a: dj;>dj a: di;<dj
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Relaciones entre restricciones

Decimos que un conjunto de restricciones Ayx + A,y < b domina
a otro conjunto Alx + Aly < b si

{(x,y) S Rf X Rl DA+ Ayy < b, (1)’ (2)7 (3)7 (4)} <

{(x,y) ERT xR1: Ax+ Ay < b, (1),(2),(3),(4)}.
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Relaciones entre restricciones

Decimos que un conjunto de restricciones Ayx + A,y < b domina
a otro conjunto Alx + Aly < b si

{(x,y) S Rf X Rl DA+ Ayy < b, (1)’ (2)7 (3)7 (4)} <

{(x,y) ERT xR1: Ax+ Ay < b, (1),(2),(3),(4)}.

Si se dominan mutuamente, decimos que son equivalentes.
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

WUF y CC son equivalentes
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

WUF y CC son equivalentes

1- Z Xia‘i‘y_igl<:> Z XiaZ}/j

a. d,'agd,'j a. d,'agd,'j
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

WUZF dominan a RR
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

WUZF dominan a RR

Reescribiendo WF como

1—- Z Xiat+yi <1l& x5+ Z Xia = Yj =
a: diz<dj; a: di;<dj

Xij + Z Ya 2> Yj
a: d,'a<d,'j
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

WUZF dominan a DIKC
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

WUZF dominan a DIKC

Dados valores i, j, a: di; < dj;, la restriccién DK
Xij + Ya <1
estd dominada por

Z Xik +Xjj +ya <1
k: d,'k<d,‘j
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

DK dominan a BDTW
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Relaciones entre restricciones

DK dominan a BDTW
Veamos que para /,j € A, xj +y; <1 Va: dj, > dj dominan a
ZaGA d,'aX,'a + (M — d,J)yj < M.
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

DK dominan a BDTW

Veamos que para /,j € A, xj +y; <1 Va: dj, > dj dominan a
Y aca diaXia + (M — djj)y; < M. Multiplicando por dj, y sumando

Yo daxia+ (D dayi< > da

a: di;>dj a: di;>dj; a: di;>dj

Anadiendo a ambos términos
Za: dix<dj; diaXia + (M — dij — Za: dix>dj dia)yfv

ZdlaXI2+M du Z dia+ Z dlaXla+M du_ Z dla Yj-

acA a: di;>dj a: dip<dj a: di;>dj
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

DK dominan a BDTW

Veamos que para /,j € A, xj +y; <1 Va: dj, > dj dominan a
Y aca diaXia + (M — djj)y; < M. Multiplicando por dj, y sumando

Yo daxia+ (D dayi< > da

a: di;>dj a: di;>dj; a: di;>dj

Anadiendo a ambos términos
Za: dix<dj; diaXia + (M — dij — Za: dix>dj dia)yfv

Zdlaxla+ M du Z dia+ Z dlaXla+ M du_ Z dla Yj-
acA a: di;>dj a: dip<dj a: di;>dj
Como y; < 1, el lado derecho es menor o igual que
Z diaXia + M — d,'j
a: d,'agd,'j
y por (1), que implica 3. dy<d; diaXia < djj, el resultado sigue.
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

WJF dominan a M’
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

WJF dominan a M’

Fijando /,j € Ay sumando las restricciones W.F siguientes

Z Xip+ya <1 Va:d,-a<d,~j.
b: dip>dia

tenemos

Z Z Xip + Z ya<|{a€ A: di, <dj} &

a: di<dj b: dip>dis a: di<dj

ST lalxiat D> 1Oilxia > va <105l

a: d,'a<d,'j a: d,'azd,'j a: d,‘a<d,'j
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

CGLM dominan a WF
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

CGLM dominan a WF

Cada coeficiente en CGLM es mayor o igual que el
correspondiente coeficiente en W.F.

Inmaculada Espejo Alfredo Marin Antonio Rodriguez-Chia Restricciones CAC



Relaciones entre restricciones

Proposicion

M dominan a BLMN
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Relaciones entre restricciones

Proposicion

M dominan a BCLMN
Usando (3), BLMN se reescriben

P Z Xia < p— Z Ya &

a: di>dj; a: dj;<dj
qu
aij Z Xia + — Z Ya < qjj.
a: d,'a>d,'j a. d:a<du

En el caso p < |6jj|, esto coincide con M pero en el caso p > |6;],
los coeficientes de y en M son estrictamente mayores.
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Relaciones entre restricciones

min x12 + 3x13 + X1 + 2x03 + 3x31 + 2x32

sa (1), (2), (3), BDTW, 0<y; <1Vj, x; >0 Vi, j.
o e N o (V2 12 0
Solucién déptima: (y;) = (1/2,1/2,1), (x) = ( /2 1/2 0 )
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Relaciones entre restricciones

min x12 + 3x13 + X1 + 2x03 + 3x31 + 2x32

s.a (1), (2), (3), BDTW, 0<y; <1Vj, x; >0Vi,j.
Solucién déptima: (y;) = (1/2,1/2,1), (x) = ( 123 122 § )
Viola la restricciéon DK con i =1, j =2, a = 3 cuyo lado izquierdo
es X, +y3 =15> 1.
Por tanto las restricciones BDT W no dominan a DK.
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Un nuevo conjunto de restricciones

Z (10ial + (P — 105]) " )xiat+
a: diy< d,'j
|0U| - |0ia| <p

aij Z Xja + Z Ya < gqjj, Vi, J. EMR

a: d,'azd,'j a: d,'a<d,'j

z~ :=min{0,z}

Inmaculada Espejo Alfredo Marin Antonio Rodriguez-Chia Restricciones CAC



Clasificacién de las nuevas restricciones

Proposicion

EMR dominan a M
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Clasificacién de las nuevas restricciones

Proposicion

EMR dominan a M

Cada coeficiente en EMR es mayor o igual que el correspondiente
coeficiente en M.
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Clasificacién de las nuevas restricciones

n=>5 p=3, (dj) =

~ oo
o oo
N O~
wor oo
cwNnob

10
min 4x12 + 10x13 + 7x14 + 6x15 + 4x01 + 2x03 + x04 + 5x05 + 10x31 + 2x32 + 3x34 + 9x35+

Txa1 + xa2 + 3x43 + 8xa5 + 6x51 + 5x52 + 9x53 + 8x54

st. (1), (2, (3), EMR, 0<y; <1Vj, x; 2 0Vi,j.
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Clasificacién de las nuevas restricciones

n=>5 p=3, (dj) =

~ oo
o oo
N O~
wor oo
cwNnob

10
min 4x12 + 10x13 + 7x14 + 6x15 + 4x01 + 2x03 + x04 + 5x05 + 10x31 + 2x32 + 3x34 + 9x35+

Txa1 + xa2 + 3x43 + 8xa5 + 6x51 + 5x52 + 9x53 + 8x54

st. (1), (2, (3), EMR, 0<y; <1Vj, x; 2 0Vi,j.

1/2 1/2 0 0o o0

C . 0 3/4 0 1/4 0
Solucién optima: (y7) =(1/2,3/4,1/2,1/4,0), (x}) = 0 1/4 1/2 1/4 0
0 1/4 1/2 1/4 0

0 0 0 0o 1
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Clasificacién de las nuevas restricciones

0 10

o

n=>5 p=3, (dj) =

~
o ®©oou
N=O W~
W o -0

6
2
3
10 0
min 4x12 + 10x13 + 7x14 + 6x15 + 4x01 + 2x03 + x04 + 5x05 + 10x31 + 2x32 + 3x34 + 9x35+
Txa1 + xa2 + 3x43 + 8x45 + 6x51 + 5x52 + 9x53 + 8x54

st. (1), (2, (3), EMR, 0<y; <1Vj, x; 2 0Vi,j.

1/2 1/2 0 0

C . 0 3/4 0 1/4
Solucién optima: (y7) =(1/2,3/4,1/2,1/4,0), (x}) = 0 1/4 1/2 1/4
0 1/4 172 1/4

0 0 0 0

Cuando i =3y j =5, el lado izquierdo de RR en (x*,y*) vale
2x35 +y5 +y; = 3/4 y el lado derecho y& = 1.

[ =NeNeNa]
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Clasificacién de las nuevas restricciones

10

o1 o

n=>5 p=3, (dj) =

~
o ®©oou
N=O W~
W o -0

6
2
3
10 0
min 4x12 + 10x13 + 7x14 + 6x15 + 4x01 + 2x03 + x04 + 5x05 + 10x31 + 2x32 + 3x34 + 9x35+
Txa1 + xa2 + 3x43 + 8x45 + 6x51 + 5x52 + 9x53 + 8x54

st. (1), (2, (3), EMR, 0<y; <1Vj, x; 2 0Vi,j.

1/2 1/2 0 0

C . 0 3/4 0 1/4
Solucién optima: (y7) =(1/2,3/4,1/2,1/4,0), (x}) = 0 1/4 1/2 1/4
0 1/4 172 1/4

0 0 0 0

Cuando i =3y j =5, el lado izquierdo de RR en (x*,y*) vale
2x35 +y5 +y; = 3/4 y el lado derecho y& = 1.

Cuando i =3y j =5, el lado izquierdo de BDTW en (x*,y*) vale
10/4 + (M = 2)yg = 1/2+ M.

[ =NeNeNa]
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Clasificacién de las nuevas restricciones

10

o1 o

n=>5 p=3, (dj) =

~
o ®©oou
N=O W~
W o -0

6
2
3
10 0
min 4x12 + 10x13 + 7x14 + 6x15 + 4x01 + 2x03 + x04 + 5x05 + 10x31 + 2x32 + 3x34 + 9x35+
Txa1 + xa2 + 3x43 + 8x45 + 6x51 + 5x52 + 9x53 + 8x54

st. (1), (2, (3), EMR, 0<y; <1Vj, x; 2 0Vi,j.

1/2 1/2 0 0o o0

C . 0 3/4 0 1/4 0
Solucién optima: (y7) =(1/2,3/4,1/2,1/4,0), (x}) = 0 1/4 1/2 1/4 0
0 1/4 1/2 1/4 0

0 0 0 0o 1

Cuando i =3y j =5, el lado izquierdo de RR en (x*,y*) vale
2x35 +y5 +y; = 3/4 y el lado derecho y& = 1.

Cuando i =3y j =5, el lado izquierdo de BDTW en (x*,y*) vale
10/4 4 (M — 2)yz =1/2 + M.

Por tanto EMR no domina RR ni BDTW.
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Clasificacién de las nuevas restricciones

Con los ejemplos dados en la tabla puede comprobarse también
que M no domina a EMR y que CGLM no domina a EMR.
Estos ejemplos, junto con las relaciones establecidas anteriormente,
prueban que £MR dominan tnicamente a M, M’y BCLMN y
no son dominadas por ningtin conjunto de restricciones, propiedad
que comparten con CGLM.
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Relaciones entre restricciones

ccLm  £mn

WF+—(C N

RR DK ' BLhN

4

BDTW

Figure: Relations between constraints
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Empates permitidos

@ Todos los conjuntos de restricciones salvo R'R son correctos.
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Empates permitidos

@ Todos los conjuntos de restricciones salvo R'R son correctos.

@ Las restricciones R'R pueden adaptarse de la forma siguiente:

Yo xat D vazy Vij€EA RRemr

a: di;=dj; a: di;<dj
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Empates permitidos

@ Todos los conjuntos de restricciones salvo R'R son correctos.

@ Las restricciones R'R pueden adaptarse de la forma siguiente:

Yo xat D vazy Vij€EA RRemr

a: di;=dj; a: di;<dj

@ Todas las relaciones de dominancia y de no dominancia se
mantienen, sustituyendo RR por RRemR.
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Otras propiedades

Constraints Dominate Dominated by p ties Relax (nt) R(ties) Fract.
RR - WZF CC CGLM N N (2)(6) > NS NS
RReMR - WZF CC CGLM N Y (2)(6)> > Y
WF RR RRgmr CC DK M’ BDTW CC CGLM N Y (6) - Y
cc RR RRgmr WF DK M’ BDTW WF CGLM N Y (6) > > Y
DK BDTW WUF CC CGLM N Y (6) - Y
CGLM TRR RRgmr WF CC DK M’ BDTW - N Y (6) - Y
BLMN - M EMR Y Y - N
BDTW - WUF CC DK CGLM N Y (6) - Y
M BLMN M’ EMR Y Y - - N
M - WF CCCGLM M EMR N Y - - N
EMR BLMN M M’ - Y'Y (6) - N
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Conclusiones

Hemos comprobado que todos los conjuntos de restricciones estan
dominados salvo CGLM y EMR.
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Conclusiones

Hemos comprobado que todos los conjuntos de restricciones estan
dominados salvo CGLM y EMR.

Dado que CGLM no requieren la presencia de (3) mientras que
EMR obtienen ventaja precisamente de (3), la combinacién de
ambas parece indicada para resolver problemas de localizacién
discreta con restricciones CA.
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Conclusiones

Hemos comprobado que todos los conjuntos de restricciones estan
dominados salvo CGLM y EMR.

Dado que CGLM no requieren la presencia de (3) mientras que
EMR obtienen ventaja precisamente de (3), la combinacién de
ambas parece indicada para resolver problemas de localizacién
discreta con restricciones CA.

Aunque CGLM contenga del orden de n3 restricciones, un
subconjunto de n? de ellas contintia dominando a WF, por lo que
el tamano del problema sélo aumentaria si se utiliza un
procedimiento de separacidn y corte.
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Conclusiones

Hemos comprobado que todos los conjuntos de restricciones estan
dominados salvo CGLM y EMR.

Dado que CGLM no requieren la presencia de (3) mientras que
EMR obtienen ventaja precisamente de (3), la combinacién de
ambas parece indicada para resolver problemas de localizacién
discreta con restricciones CA.

Aunque CGLM contenga del orden de n3 restricciones, un
subconjunto de n? de ellas contintia dominando a WF, por lo que
el tamano del problema sélo aumentaria si se utiliza un
procedimiento de separacidn y corte.

No obstante, en caso de que no haya empates entre distancias, la
adicién de R'R permite suprimir (2) y tratarlas como desigualdades
vélidas a la vez que fuerza asignacién a la planta mds cercana, por
lo que puede ser interesante incluirlas en una formulacién.

Inmaculada Espejo Alfredo Marin Antonio Rodriguez-Chia Restricciones CAC



Eso es todo. ..
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Relajacion de la integridad de x

Mientras que en el cldsico problema de la p-mediana la integridad
de las variables x puede relajarse porque en la solucién éptima
queda garantizada por la forma del objetivo, algunas restricciones
CA garantizan la integridad de x en todo el conjunto de soluciones

factibles.
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Mientras que en el cldsico problema de la p-mediana la integridad
de las variables x puede relajarse porque en la solucién éptima
queda garantizada por la forma del objetivo, algunas restricciones
CA garantizan la integridad de x en todo el conjunto de soluciones
factibles.

Proposicién

{oy) €27 X2 (1),(2,(3), WF} = {(x,¥) €RT x 27 : (1),(2), (3), WF}

{9 €27 X0 (1),(2,(3, RR} = {(x,y) €RT x 77 : (1),(2),(3), RR}

{(xy) €27 X 70 (1,(2),(3,CC} = {(x,y) €RT x Z: (1),(2),(3), cC}

{9 €27 X 20 (1),(2,(3, DK} = {(x.y) €RT x Z] : (1), (2, (9, DK}

{(x,y) € Z’f X Zl : (1),(2),(3), BDTW} = {(x,y) € Rf X Zl : (1),(2),(3), BDTW}

{y) €27 X2+ (1),(2,(3),CLM} = {(x,y) €RT x 27 : (1),(2),(3),CTLM}

{(x,y) € Z'f X 28 (1),(2),(3), EMR} = {(x,y) € R’f x 7 (1),(2),(3), EMR}

El resto de desigualdades no presentan esta propiedad.
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Otras propiedades

Proposicion

{(y) ERT xZ7: Y x;<1, (3), RR} =
JEA

{(x,y) eRT x Z" : (1), (2), (3), RR}
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Otras propiedades

Proposicion

{(y) ERT xZ7: Y x;<1, (3), RR} =
JEA

{(x,y) eRT x Z" : (1), (2), (3), RR}

Fijado i € A, de (3) y yj € {0,1} Vj, existe
Ji == argmin{djj : y;j =1}. Usando RR,

Xij; + Z Ya 2 Yj; & x> 1
a:d,-a<d,-jl.
luego
OdereAXijgl = X,'J'I.:].yX;j:OVj#j,',
© DlicaXij = xij = L.
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Otras propiedades

Constraints Dominate Dominated by p ties Relax  R(ties) Fract.
RR - WF CC CGLM N N (2)(6) > NS NS
RReMR - WF CC CGLM N Y (2)(6)> > Y
WF RR RRgmr CC DK M’ BDTW CCCGLM N Y (6) - Y
cc RR RRgmr WF DK M’ BDTW WF CGLM N Y (6) > > Y
DK BDTW WIF CC CGLM N Y (6) - Y
CGLM RR RRgmr WF CC DK M’ BDTW - N Y (6) - Y
BLMN - MEMR Y Y - N
BDTW - WIF CC DK CGLM N Y (6) - Y
M BLMN M’ EMR Y Y - - N
M - WFCCCGLM MEMR N Y - - N
EMR BLMN M M’ - Y'Y (6) - N
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Otras propiedades

Proposicion

{(xy) €RT xZ7: > x5 <1, (2, (3), CC} =
JEA

{(x,y) R x 2 : (1), (2), (3), CC}
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Otras propiedades

Proposicion

{(y) eRT xZ": Y x; <1, (2), (3), CC} =
JEA

n2 n
{(X?y) € R—i— X Z-I— : (1)7 (2)7 (3)? CC}
Fijando i € A, de (3) y y; € {0,1} Vj, existe
Ji == argmin{djj : y; = 1}. Entonces usando CC,
> diy<dy;, Xia 2y =1
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Otras propiedades

Proposicion

{(xy) €RT xZ7: > x5 <1, (2, (3), CC} =
JEA

n2 n
{(X?y) € R—i— X Z-I— : (1)7 (2)7 (3)? CC}
Fijando i € A, de (3) y y; € {0,1} Vj, existe
Ji == argmin{djj : y; = 1}. Entonces usando CC,
> diy<dy;, Xia 2y =1

Ninguno de las otros conjuntos de restricciones cumple estas
propiedades.
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Conclusiones

Hemos comprobado que todos los conjuntos de restricciones estan
dominados salvo CGLM y EMR.
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