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Bases de Graver y optimizacién entera no lineal

Objetivo de la charla

Se exponen resultados recientes de S. Onn sobre la aplicacién de
las bases de Graver a la programacion entera no lineal.
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Modelo del problema

Programacidon entera no lineal

ml’nxes f(x)a
S={xeZ"| Ax=b,I <x<u}

donde
AeZ™"beZ™lueZl.
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Modelo del problema

La funcidn f es, en ocasiones, la restriccion de una funcidn
R" — R a Z". Desde un punto de vista mas general, solamente
serd necesario que venga dada como un ordculo de comparacion:

X,y € Z" decide si f(x) < f(y).



Bases de Graver y optimizacién entera no lineal
Base de Graver

L(A) = {x € Z" | Ax = 0} = kerz(A), L*(A) = L(A) — {0}.
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Base de Graver

L(A) = {x € Z" | Ax = 0} = kerz(A), L*(A) = L(A) — {0}.

v
Ideal torico

w_ X" | ue L£(A)).

IA:<X

A\

Identificacién de vectores u € £(A) con binomios x*" — x~
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Base de Graver

Orden parcial C

Sean x,y € R". Decimos que x es conforme con y

xjyi > 0

xCy&s — .
=7 { x| <lyil,i=1,...,n.
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Base de Graver

Orden parcial C

Sean x,y € R". Decimos que x es conforme con y

xjyi > 0

xLCy& — .
=7 { x| <lyil,i=1,...,n.

Los puntos estdn en el mismo octante de R” y cada componente
de x estd acotada, en valor absoluto, por la correspondiente
componente de y.

Usaremos x C y para indicar x Cy y x # y.
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Base de Graver

Suma conforme

Una suma finita u = ), v; de vectores en R” se dice conforme si
v; C u para todo i.
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Base de Graver

Un circuito de A es un elemento no nulo ¢ € £(A) cuyo soporte es
minimal con respecto a la inclusidn, y cuyas entradas son
relativamente primas.
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Base de Graver

Un circuito de A es un elemento no nulo ¢ € £(A) cuyo soporte es
minimal con respecto a la inclusidn, y cuyas entradas son
relativamente primas.

El conjunto de circuitos se nota por C(A). Tiene simetria central:

ceC(A) = —ce(C(A).
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Base de Graver

Un circuito de A es un elemento no nulo ¢ € £(A) cuyo soporte es
minimal con respecto a la inclusidn, y cuyas entradas son
relativamente primas.

El conjunto de circuitos se nota por C(A). Tiene simetria central:

ceC(A) = —ce(C(A).

Aixz=(1 2 1)=C(A)==%{(2,-1,0),(0,-1,2),(1,0,—1)}.
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Base de Graver

Base de Graver

La base de Graver de una matriz de enteros A, x, €s el conjunto
finito Gr(A) C Z" de elementos minimales de L£*(A).

g € Gr(A) = —g € Gr(A).
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Base de Graver

Se tiene que
C(A) C Gr(A).

Aixs=(1 2 1)=
{ C(A) = +{(2,-1,0),(0,-1,2),(1,0,-1)}

Gr(A) = C(A) U {(1,-1,1)}.
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Base de Graver

Lema de representacién

Todo vector x € L*(A) es una suma conforme x = ) . g; de
elementos g; € Gr(A), con posiblemente algunos elementos
repetidos.
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Método de cdlculo

Amxn = NA) = < ;4 0’7” > (Lawrence lifting)

Algoritmo de cdlculo de una base de Graver
@ Escoja un orden cualquiera en k[x,y]. Calcule una base de
Grobner reducida G del ideal térico Iy(a).
@ Sustituya y1,...,¥m +— 1 en G. El subconjunto resultante de
k[x] es la base de Graver.
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Aplicaciones a optimizacién

Optimizacién lineal

Existe un algoritmo tal que,
@ dada una base de Graver Gr(A) de una matriz entera Apmxn,
@ vectores Lbu e Z2,y
@ vectores x,w € Z" con | < x < u,

afirma si x es éptimo para el problema de optimizacién lineal
max{w-z:z€Z" Az=b,I1 <z < u}

o devuelve un punto mejor X.

Nota: Gr(A) no depende de w.
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Aplicaciones a optimizacién

Minimiza convexa y separable

Existe un algoritmo tal que,

@ dada una matriz entera A de orden m x ny su base de Graver
Gr(A),
@ vectores LbueZl ybeZ™ vy

@ una funcidn separable convexa f : Z" — 7Z presentada por un
oraculo de comparacién,

resuelve en tiempo polinémico del tamafio de Gr(A) el problema

min{f(x) :x € Z",Ax = b,| < x < u}.
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Programacién entera n-fold

Producto n-fold

Una (r,s) x t bimatriz A es una matriz de la forma

(A
A= (&)
donde A; es de orden r X t y Ay de orden s X t. Se llama producto
n-fold de A a la matriz

Al AL T A
A 0 ... 0
Al — 0 A ... 0 de orden (r + ns) x nt.

0 0 ... A
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Programacién entera n-fold

El problema de programacién entera n-fold es el problema de
optimizacién sobre la regién

S={xez" | AMx=bI<x<u}, conbeZ*" luecZ.
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Programacién entera n-fold

Sea A una (r,s) X t matriz, con bloques A;, Ay. Para cada n,
indexamos un vector x € Z™ como

x1

x=| : |, con cada ladrillo x* € Z¢.

xn

El tipo del vector x es el nimero

type(x) = |k | x¥ # 0|, es decir, el nimero de bloques no nulos.

V.
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Programacién entera n-fold

Complejidad de Graver

La complejidad de Graver de una bimatriz A es

g(A) = inf{g € Z, | type(x) < g, para todo x € Gr(A(") y todo n}.

Sea A una bimatriz. Entonces g(A) es finito.
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Programacién entera n-fold
Un n-levantamiento de un vector

1

y
y= : formado por m ladrillos
m
y
es cualquier vector
21
z= : formado por n ladrillos
Zn

tales que para algunos 1 < k1 < - -+ < ky < n tenemos
z =y paratodoi=1,...,m,

y todos los demds ladrillos de z son nulos.
La construccién de z consiste en la eleccién de m trozos entre n.
En particular, type(z) = type(y).
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Programacién entera n-fold

Base de Graver n-fold, primera versién

Sea A una bimatriz. Existe un algoritmo tal que, dado n, calcula la
base de Graver de Gr(A(") a partir de Gr(A(®)), con g = g(A) la
complejidad de A.

Lo interesante del teorema anterior es que si se tiene Gr(A(®)),
entonces

Gr(AM) = {z | z es un n — levantamiento de algtin y € Gr(A®))},

y esta construccién es polindmica en n.
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Programacién entera n-fold

Ejemplo

_ _ _ (A
Al=h,A=(1 1),A= A

Gr(A2) = £{(1,-1)} y g = g(A) = 2. El producto g-fold de A es

. Entonces

7~ N\
¥}
N——

moay (1020

Al =A@ — [ A, 0 _|0 0
0 A 1100 ]’

? 0011

y su base de Graver es

Gr(A®)) = Gr(A®) = +{(1,-1,-1,1)}.
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Programacién entera n-fold

Ejemplo

Célculo de la base de Graver de A4):

10101010
01010101
a9_| 11000000
00110000
00001100
000000171

Aplicando la construccién del teorema anterior (levantamientos de
elementos de Gr(A(®), la base de Graver de A(*) se obtiene

tomando (g) 4-levantamientos de cada uno de los dos elementos

de Gr(A®) (trozos de 2 elementos consecutivos).
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Programacién entera n-fold

Ejemplo

Gr(A(z)) = :l:{(lv _1a _1a 1)}1
1 -1 -1 1 0 0 00
1 -1 0 0 -1 1 00
(@ _ 1 -1 0 0 0 0 -1 1
GA™)=%10% o 1 1 1 1 o0 0
0O 0 1 -1 0 0 -1 1
0O 0 0 0 1 -1 -1 1
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Programacién entera n-fold

Optimizacién n-fold, primera versién

Existe un algoritmo tal que

e dada A una bimatriz (r,s) x ty n € N,
o LucZ"t begZtns,
e f :7Z" — 7 es separable y convexa,

se puede resolver de manera eficiente el problema

min{f(x) | AWx =b,1 < x < u}.
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Programacién entera n-fold

Base de Graver n-fold, segunda versién

Sea A una bimatriz (r,s) x t y W una bimatriz (p,q) x t, y
n € N. Existe un algoritmo eficiente que calcula Gr(B), donde

A0 :
B:( W ), matriz (r + ns + p + nq) x (nt + p + nq).
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Programacién entera n-fold

Optimizacién n-fold, segunda versidn

Existe un algoritmo tal que

e dada A una bimatriz (r,s) x ty n € N,

e W una bimatriz (p, q) X t,

o lLbuecZt beztrs i e znea,

o f:ZPTN 7 g: 7" — 7 separables y convexas,
se puede resolver de manera eficiente el problema

min{f(W(x)+g(x) | x € Z", AlVx = b, 1 < W(x < ii,1 < x < u}.

v
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Aplicacién a problemas de transporte

@ G un digrafo con s vértices y t aristas.

@ | productos.
e Cada producto tiene un vector de demanda d* € Z*, con d¥
la demanda del producto k en el vértice v. (+ suministro, —

consumo).
o Capacidad u, por arista.
Un transporte multi-producto es un vector x = (x!,...,x'), con
xk € ZE (t es el ndmero de aristas) para todo k, y xX es el flujo
del producto k por la arista e.
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Aplicacién a problemas de transporte
Restricciones

ZL:1 xX < ue, para cada arista e, (capacidad)
D ecH(v) xk — D eci—(v) xk = d¥, para cada vértice v, (demanda

donde

8T (v) = aristan que entran en v,5 (v) = aristas que salen de v.

Funcién objetivo

| A

fe : Z. — Z calcula el flujo combinado de todos los productos sobre
la arista e.

gé‘ : Z — 7 costes que dependen del producto y la arista.
El coste total es

t / I

> (5 () + ettt

e=1 k=1 k=1
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Aplicacién a problemas de transporte

Many-commodity transshipment

Para cada grafo dirigido G existe un algoritmo tal que dados
@ | productos,
@ una demanda d) € Z para cada producto k y vértice v,
@ capacidades de aristas u. € Z,

@ costes convexos fe, gé‘ 1 — 7,

resuelve
t / I
4 k k(o k
mmZ fe er +de(xe) )
e=1 k=1 k=1
sujeto a
Xé( € Z-‘r?

k k _ gk -
Zeeﬁ(v) Xg — Ze@_(v) Xg = d;, para cada vértice v,
ZL:l xk < ue, para cada arista e.
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Aplicacién a problemas de transporte

G digrafo con s vértices, t aristas, y D su s x t matriz de
incidencia, definida como

—1 sila arista e sale del vértice v.
Dye= 1 sila arista e entra en el vértice v.
0 en otro caso.

Sean f : Zt — Z, g : Z!* — 7 definidas como

f(y) = Z (ye)ye—Zkl e
g(x) = 1Ek 1 85 (xE).
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Aplicacién a problemas de transporte

Sea x = (x},...,x!) el vector que contiene el flujo de cada
producto, con cada x¥ € Zt. El problema se reescribe como

/
mm{f(Zx) x) | x € 2", Dx* = d* Zxkgu}.
k=1

Tomamos entonces A la (0, s) x t bimatriz con el primer bloque A;
vacio, y el segundo bloque Ay = D. Sea W la (t,0) x t bimatriz,
con el primer bloque Wy = I;, y el segundo bloque W5 vacio. Sea
b= (dl, ey dl), y el problema se convierte en el problema /-fold

min{f(W'x) + g(x) | x € Z", Ax = b, W)x < u},
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Conclusién

Minimiza separable y convexa

min{f(x) : x € Z",Ax =b,I < x < u}.
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Conclusién

Minimiza separable y convexa

min{f(x) : x € Z",Ax =b,I < x < u}.

v

min{f(W(x)+g(x) | x € Z", Alx = b, 1 < W(x < ii,1 < x < u}.

—

A\
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Conclusién

Minimiza separable y convexa

min{f(x) : x € Z",Ax =b,I < x < u}.

v

min{f(W(x)+g(x) | x € Z", Alx = b, 1 < W(x < ii,1 < x < u}.

—

A\

Problema de transporte multi-producto

m|n{f<2x> x) | x € 2" Dxk = d¥, Zxk<u}

k=1
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Conclusién

Minimiza separable y convexa

min{f(x) : x € Z",Ax =b,I < x < u}.

v

min{f(W(x)+g(x) | x € Z", Alx = b, 1 < W(x < ii,1 < x < u}.

—

A\

Problema de transporte multi-producto

m|n{f<2x> x) | x € 2" Dxk = d¥, Zxk<u}

k=1

——
Base de Graver
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