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Lineas de Investigacion

e Control Optimo de Ecuaciones en Derivadads Parciales:

analisis tedrico y numérico de edps, control de edps lineales y no lineales
(ecuaciones semilineales y cuasilineales, ecuaciones de Navier-Stokes),
existencia de controles dptimos, condiciones de optimalidad de primer
y segundo orden, aproximacién numérica (convergencia, estimaciones
del error, algoritmos numéricos), propiedades de estabilidad, controles
sparse, problemas con horizonte infinito.

e Aplicationes en Oncologia: Control 6ptimo de problemas asocia-
dos a ecuaciones ordinarias o en derivadas parciales que aparecen cuando
se modeliza el crecimiento de tumores y su tratamiento quimioterapéutico,
tomando en consideracion diferentes farmacodinamicas.
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Control ()ptimo de
Ecuaciones en Derivadas Parciales
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Un Tipico Problema de Control

(P) min J(u)

J(u) :f%Q/Q(yu—yQ)2d:1:dt+%/Q(yu(T)—yQ)zdx%—g/Qﬁdxdt
Y0, Y0,k =0y v +7 >0

U = {u € L*(Q) : a < u(x,t) < B ae. in Q}
—o0o < a< <+ ey, es lasolucidon de

0
a—i—Ay-Ff(y):u en Q =8 x(0,7)
y=0sobre X =T x (0,7), y(0) =1y en
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Hipotesis
©yo € L'(0,T; L(Q)) con m,p > 2y 1 + 55 < 1, yo, 40 € LX(Q)

o f : R — R es una funcién de clase C? satisfaciendo

3C; € Rtal que f'(y) > Cy VyeR

Teorema. Para cada u € L?(Q) la ecuacién de estado posee una
Ginica solucién y, € W(0,T) = L*(0,T; H}(Q)) N HY0,T; H1(Q)).
Ademas, existe una constante C' > 0 tal que

lyallwo) + £l 2i) < C(1FO)] + ull 20y + lvollieioy)

Si ademas v € L"(0,T;LP(2) con r,p > 2y %—i— 2% < 1, entonces
Yu € L=(Q). Finalmente, si u; — u en L*(Q), entonces y,, — ¥, en
W(0,T)y f(yu,) = flyu) en L*(Q).
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Existencia de Solucién de (P)

Teorema. Sik > 00 —o0 < a < < 400, entonces (P) posee
al menos una solucidon. Ademas, cada solucidn local es una funcién de

L=(Q).
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Diferenciabilidad de la Funcion u — v,
eSea G : L"(0,T; LF(Q2)) — L>®(Q)NW(0,T) la aplicacién definida
por G(u) = y,, con r,p22y%+% < 1.

Teorema. La aplicacién G es de clase C?. Para cada u, v, v, y vs
pertenecientes a L"(0,7"; LP(2)) las derivadas z, = G'(u)v y 2y 0, =
G"(u)(v1, v2) son las soluciones de las ecuaciones

)
02y
J Zr o nnt fgm=v enQ
2y = 0 sobre X2, 2,(0) =0 en
> 0z
< 5;”2 _ Azm,vz + f/(yu>zv1,v2 + f"(yu)zvlzw =0 en Q

Zpy 0y = 0 sobre X 2z, ,,(0) =0 en 2.

\
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Diferenciabilidad de J

Corolario. La funcién J : L"(0,T; LP(Q2)) — R es de clase C? y sus
derivadas vienen dadas por las féormulas

J (u)v = /(gou + Kku)v dz dt
Q

Twor,ez) = [

Q
donde z, = G'(u)v;, i = 1,2,y ¢, € L=(Q)NW(0,T) es la solucién
de la ecuacion de estado adjunto

dp

oy ~ et Fa)e =70 —yg) in Q,

e ="00n ©T) ="y, — ya) in .

[(1 — f”(yu)gou)zvlzq,2 + kv1v9 | da dt
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Condiciones de Optimalidad de Primer
Orden

Teorema. Para cada solucién local @ de (P) existen g, o € W(0,T)N
L>®(Q) tal que

( a_

a_?;_Ag-l—f(?j):ﬂ en ()

L y=0 sobre ¥, (0) =y en Q

% 8@ i N )

—— = A+ f(9)p =7y —yq) en Q

P = 0 sobre ¥, @(T) = vo(g(T) — ya) en £

/(g0+/<;u)(u—u)dxdt >0 Vu € Uy
Q

'\

o))
~
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Consecuencias

Corolario. Supongamos que u € U,y y ¢ satisfacen las condiciones de
optimalidad de primer orden. Entonces,

Ademas,

esin>0yyq=00yq€ Hi(), entonces i € H(Q)

esik=0y [{(x,t) € Q: p(x,t) =0} =0, entonces
u(z,t) € {a, 5} a.e. en @ (Control bang-bang)
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El Cono de Direcciones Criticas

Equivalentemente,

>0 si
Cy = {v € LZ(Q)ZU<$,t){ <0 si
=0 s
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Condiciones de Optimalidad de Segundo
Orden

Teorema. Si @ es una solucién local de (P), entonces J”(@)v? > 0
Yv € Ca.

Teorema. Supongamos que k > 0. Si u € U,y satisface la condicidn
de optimalidad de primer orden y J”(@)v? > 0 Vv € C;\ {0}, entonces
existen 6 > 0 and € > 0 tal que

.0 _ _
J(u) + §Hu - u||%2(Q) < J(u) Yu € Uiy : |lu—1ilpg <&
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Caso k=0y — o< a<f <+

e El cono extendido: dado 7 > 0 se definen los conos

B = {v e Q) e < rlallsayeten { 20 500025
>0 siu(x,t) =«

G; = {ve AQ) v, ) { <0 siulz,t) =8 !
=0 si|p(z,t) + ru(z, t)] > 7

Cr=FENGT

Teorema. Si u € U, satisface la condicion de optimalidad de primer
orden y existen v > 0y 7 > 0 tal que J"(u)v? > V||zv||ig(Q) Vv e C7,
entonces existen 0 > 0 and € > 0 tal que

0 _ J
J(@) + Sy = 9l 72g) < J(u) V€ Uaa s [l — Gl < e
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Aproximacion Numeérica
Aqui supondremos que {2 es un conjunto convexo

Consideramos una familia quasi-uniforme de triangulaciones {/C;,} -0
de Q) y una particién quasi-uniforme de [0,7], 0 = t; < t; < --- <
ty. =T.

Denotamos €2, = Ukei, K&, Ny y Nij el nimero de nodos y nodos
interiores de Cp,, I, = (tp—1,tr), T =t — th—1, T = MaxXi<k<n. Tk Y
o= (h,T).

Suponemos que cada nodo frontera de {2, es un punto de I'. Sdemas
suponemos que dist(x, ") < Crh? para cada x € ', = 9. Bajo esta
hipdtesis tenemos que

0\ Q| < Ch?
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Estados Discretos

Y, = {yh € O()(Q) D Ynk € Pl(K> VK € Kh}
={yo € L*(0,T:Y}) : yoyp, € Vi Vb =1,... . Ny}

Los elementos de )/, pueden escribirse como sigue

N, Nin

Z YnkXk = Z Z Yj.k€jXk

k=1 j=1

N
donde {ej} " es la base nodal asociada con los nodos interiores {z;};25

de la triangulaion y x; denota la funcién caracteristica del mtervalo
I, = (tr—1, ).
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Ecuacion de Estado Discreta

Para cada u € L*(QQ), definimos su estado discreto asociado como el
tnico elemento y,(u) € Y, tal que

. / Ynk — Yhk—1 zpdx + VyniVapdr + S (yni)zndec
o 2n i

Tk
1
——// uzpdrdt Vzp € Yyandallk=1,..., N,
Tk J1I Qp

o/ yh,ozhdxz/ Yozpdr Vzp €Y
Qp, Qp,

1y = Yo (W)l 200, < 0.1 < CT 4 B)[yull g2




COPI2A - Sevilla 2024

Controles Discretos

Up = {on € L*(W) : upre € Po(K) VK € Ky}
U, = {UU c LQ(O,T; Uh> L Uglp, € U, Vk=1,.. .,NT}

Los elementos de U4, se pueden escribir como sigue
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El Problema de Control Discreto

(Py)  min J,(uy)

Uo c Ua,ad

Y Y
Jo(uy) = ?Q Yo (o) — yQ|2 dx dt + ) |yh,NT<ua> - yQ|2 dx
Qp Qp
K 2
+ §Huo—||L2(Qh)

UgjadZ{uUEUUZOZSUK,kSﬁ, VKE’Ch, k:1,...,NT}
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Analisis de la Convergencia x > (

Teorema. Para cada o sea 4, una solucién de (P,). Entonces, existen
subsucesiones de {u,},, denotadas en la misma forma, convergiendo
débilmente en L*(QQ). Si @, — @ débilmente en L*((Q), entonces u es
unaa solucién de (P) y

lim J,(u,) = J(u) = inf (P) and lim ||u, — u =0

o050 0( 0) ( ) ( ) a—>0|| o HLQ(Qh)
Reciprocamente, sea % un minimo local estricto of (P). Entonces, exis-
ten g > 0, hg > 0y 7p > 0 tal que (P,) tiene un minimo local
U, € B (u) con J,(tu,) < Jp(uy) Yu, € B.(a) NU,, para cada
h < hy, T < 19. Ademas, las convergencias de arriba se cumplen.
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Estimaciones del Error « > 0

Teorema. Sea u una solucién local de (P) tal que J"(@)v* > 0
Vv € Cy \ {0} y sea u, la soluidn local de (P, ) descrita en la segunda
parte del teorema previo. Supongamos que existe h; > 0 tal que y; €
L>®(@Q \ @n) YVh < hy. Entonces, para cada h < min{hy, hy} se
satisface

g — @l 12(q,) < C(VT +h)
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Controles Sparse

(P) min J(u)

ucUgyq

T) =12 /Q (= o) dedt + 2 [ () = o) e

+E/u2dxdt+V/ [ 20,7y At
2 Jo 0 |

Suponemos que v >0y —co < a <0< B < 400
Notacion:

j(u) = /Q Ol 207
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Condiciones de Optimalidad

Teorema. Si % es un minimo local de (P), entonces existen 3, €
LX@Q)NW(0,T)y X € 9j(u) tal que

¢ o
W A G) = enQ
\ y = 0 sobre X
\ y(0) = yo en
([ 0p I _
g APt fWe = vy el
\ o =0 sobre .
\ p(T') = y(T') —yq en Q

/(90+/<;u+V5\)(u—u)daz dt >0 Vu e Uy
Q
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Estructura Sparse de «

Corolario. Sean u, ¢y )\ como en el Teorema previo, entonces

(e, ) = Proig,; (= ~lp(e, 1) + v Az, 1))

[a(z)|| 20y = 0 < [[@(@)|| 2200) SV

Sik >0

Si 1 = { le(@) 20 <v = lla(@)]l20m) =0
la(@)| 207 = 0 = 19(@) || 200 < ¥
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Estructura Sparse en Tiempo

(P) min J(u)

uEUad

Ty =5 [ W) = a0y e+ 5 [ g

+V/OOO|\U()|\L2 it (kv > 0)

[ r20) = 0 & [le(t)] r20) < ¥

e Since limy, [|p(t)]| 20y = 0, entonces existe T™ < oo tal que
u(t)=0parat >T"
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