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El axioma de distribución (K):

K(ϕ→ ψ)→ (Kϕ→ Kψ)

“Si sabes que ϕ→ ψ y ϕ son verdaderos,
entonces sabes que ψ es verdadero.”
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(1/2): D   ́

El operador K representa información semántica implı́cita:

K(ϕ→ ψ)→ (Kϕ→ Kψ) es válida

pero no información explı́cita:

Ex (ϕ→ ψ)→ (Exϕ→ Exψ) no debe ser válida

Es necesario representar otras nociones.
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K(ϕ→ ψ)→ (Kϕ→ Kψ) es válida

pero no información explı́cita:

Ex (ϕ→ ψ)→ (Exϕ→ Exψ) no debe ser válida

Es necesario representar otras nociones.

U  ́     ́



O ́ E   K A M- C     R

D    ́

(2/2): L  

¿Debe ser el agente omnisciente?

Con acciones:

Ex (ϕ→ ψ)→ (Exϕ→ [ ]Exψ)

“Si sabes que ϕ→ ψ y ϕ son verdaderos,
entonces después de cierta acción sabrás que ψ es verdadero.”
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(2/2): L  

¿Como volver explı́cita la información implı́cita?

Con acciones:

Ex (ϕ→ ψ)→ (Exϕ→ [ ]Exψ)

“Si sabes que ϕ→ ψ y ϕ son verdaderos,
entonces después de cierta acción sabrás que ψ es verdadero.”
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E  L

ϕ ::= p | Aϕ | ¬ϕ | ϕ ∧ ψ | Kϕ

Aϕ: “el agente considera ϕ”

Kϕ: “el agente sabe ϕ implı́citamente”
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E  (F  H 1988)
M = 〈W,R,A,V〉 donde
〈W,R,V〉 es un model de Kripke estandar, y
A : W → ℘(L) es una función que regresa las fórmulas que el
agente considera en cada w ∈W.

(M,w) |= Aϕ ssi ϕ ∈ A(w)

(M,w) |= Kϕ ssi para todo u ∈W, si Rwu entonces (M,u) |= ϕ
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Í ı́ (1)

Información explı́cita como noción básica1 :

Exϕ := Aϕ

Pero para obtener Exϕ→ Kϕ, necesitamos que:
1 R preserve las formulas consideradas (Aϕ→ KAϕ), y que

2 las fórmulas consideradas sean verdaderas (Aϕ→ ϕ).

La segunda propiedad es difı́cil de conservar.

1Duc 1997; Jago 2009; van Benthem 2008; Velázquez-Quesada 2009.
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Í ı́ (2)

Información explı́cita como noción compuesta2:

Exϕ := K(ϕ ∧ Aϕ)

Obtenemos Exϕ→ Kϕ automáticamente.
Asumiendo preservación de formulas y reflexividad, obtenemos:

K(ϕ ∧ Aϕ) ↔ Kϕ ∧ Aϕ 3

Asumiento relaciones de equivalencia, obtenemos:

Exϕ→ KExϕ ¬Exϕ→ K¬Exϕ

2Grossi and Velázquez-Quesada 2009.
3La definición de Fagin and Halpern 1988.
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L ́
Dados M = 〈W,R,A,V〉 y χ, definimos el modelo M+χ = 〈W,R,A′,V〉
donde

A′(w) := A(w) ∪ {χ} para cada w ∈W

E  
(M,w) |= [+χ]ϕ ssi (M+χ,w) |= ϕ
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L ́
Dados M = 〈W,R,A,V〉 y χ, definimos el modelo M−χ = 〈W,R,A′,V〉
donde

A′(w) := A(w) \ {χ} para cada w ∈W

E  
(M,w) |= [−χ]ϕ ssi (M−χ,w) |= ϕ
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L ́
Dados M = 〈W,R,A,V〉 y χ, definimos M!χ = 〈W′,R′,A′,V′〉 como

− W′ := {w ∈W | (M,w) |= χ } − R′ := R ∩ (W′
×W′)

− A′(w) := A(w) para cada w ∈W′
− V′(p) := V(p) ∩W′

E  
(M,w) |= [!χ]ϕ ssi si (M,w) |= ϕ entonces (M!χ,w) |= ϕ
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p, q p,¬q

{} {}

¬Ex q ∧ ¬Kq

Kp ∧ ¬Ex p
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p, q p,¬q

{p} {p}

Ex p

(es decir, [+p]Ex p)
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p, q p,¬q

{p,Ex p} {p,Ex p}

Ex Ex p

(es decir, [+p][+Ex p]Ex Ex p)
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p, q

{p,Ex p, q}

Ex q

(es decir, [+p][+Ex p][!q][+q]Ex q)

U  ́     ́



O ́ E   K A M- C     R

E

p, q

{Ex p, q}

¬Ex p ∧ ¬Ex Ex p

(es decir, [+p][+Ex p][!q][+q][−p](¬Ex p ∧ ¬Ex Ex p))
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O χ ı́

En las formulas consideradas:

[!χ]Aϕ ↔ (χ→ Aϕ)

En información implı́cita:
[!χ]Kϕ ↔ (χ→ K[!χ]ϕ)

En información explı́cita:

[!χ]Exϕ ↔
(
χ→ K([!χ]ϕ ∧ (χ→ Aϕ))

)
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En las formulas consideradas:

[+χ]Aϕ ↔ Aϕ para ϕ , χ

[+χ]Aχ ↔ >

En información implı́cita:
[+χ]Kϕ ↔ K[+χ]ϕ

En información explı́cita:

[+χ]Exϕ ↔ K([+χ]ϕ ∧ Aϕ) para ϕ , χ

[+χ]Exχ ↔ Kχ
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C χ

En particular,

(Ex (ϕ→ ψ) ∧ Exϕ)

→ Kψ
→ [+ψ]Exψ

es decir,
Ex (ϕ→ ψ)→ (Exϕ→ [+ψ]Exψ)
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(Ex (ϕ→ ψ) ∧ Exϕ)→ Kψ
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En las formulas consideradas:

[−χ]Aϕ ↔ Aϕ para ϕ , χ

[−χ]Aχ ↔ ⊥

En información implı́cita:
[−χ]Kϕ ↔ K[−χ]ϕ

En información explı́cita:
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[+χ]Exχ ↔ K⊥
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En particular, si la información es verdadera,

¬[−χ]Exχ

Pero aún ası́,
Exχ→ [−χ]Kχ
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¡L   ́!

p

A1 = {}

A2 = {}

1, 2

¬A1p

K2¬A1p
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¡L   ́!

p

A1 = {p}

A2 = {}

1, 2

[+p]A1p

[+p]K2A1p
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Basandonos en Baltag et al. 1999 y van Benthem et al. 2006:

M  ́
A = 〈S,T,Pre,Pos〉 donde
〈S,T,Pre〉 es un modelo de acción como en Baltag et al. 1999, y

Pos :
(
Ag × S × ℘(L)

)
→ ℘(L) regresa un nuevo conjunto de

fórmulas. por cada agente, cada evento y cada conjunto de
fórmulas.

Una acción con un punto de evaluación (A, s) distingue un evento
s ∈ S.
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L ́
Dado un modelo de situación M = 〈W,R,A,V〉 y un modelo de acción
A = 〈S,T,Pre,Pos〉, el modelo M ⊗ A = 〈W′,R′,A′,V′〉 es definido
como

−W′ := { (w, s) | (M,w) |= Pre(s) } − R′i (w, s)(w′, s′) ssi Riww′ & Tiss′

− V′(p) := { (w, s) ∈W′ | w ∈ V(p) } − Y′i (w, s) := Posi(s,Yi(w))

E  
(M,w) |= [(A, s)]ϕ ssi si (M,w) |= Pre(s) entonces (M ⊗ A, (w, s)) |= ϕ

U  ́     ́



O ́ E   K A M- C     R

A   

j  χ  privado

E 
(Conpr

(j,χ), •), donde Conpr
(j,χ) = 〈S,T,Pre,Pos〉 está definido como

− S := {•, ◦} − Ti :=

{(•, •), (◦, ◦)} si i=j

{(•, ◦), (◦, ◦)} si i,j

− Pre(•) = Pre(◦) := > −

Posj(•,L) := L ∪ {χ}, Posj(◦,L) := L

Posi(•,L) := L, Posi(◦,L) := L para i,j

•

Pos1(L) := L ∪ {χ}

Pos2(L) := L

◦

Pos1(L) := L

Pos2(L) := L

1
2

1, 2
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− S := {•, ◦} − Ti :=

{(•, •), (◦, ◦)} si i=j

{(•, ◦), (◦, ◦)} si i,j

− Pre(•) = Pre(◦) := > −

Posj(•,L) := L ∪ {χ}, Posj(◦,L) := L

Posi(•,L) := L, Posi(◦,L) := L para i,j

•

Pos1(L) := L ∪ {χ}

Pos2(L) := L

◦

Pos1(L) := L

Pos2(L) := L

1
2

1, 2

U  ́     ́



O ́ E   K A M- C     R

A   

j  χ  privado

E 
(Conpr

(j,χ), •), donde Conpr
(j,χ) = 〈S,T,Pre,Pos〉 está definido como
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p

A1 = {}

A2 = {}

1, 2

⊗

•

L ∪ {p}

L

◦

L

L

1

2

1, 2

=

p, •

A1 = {p}

A2 = {}

p, ◦

A1 = {}

A2 = {}

1

2

1, 2

¬A1p

K2¬A1p

(Conpr
(1,p), •)

A1p

K2¬A1p
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j  χ  privado

E 
(Negpr

(j,χ), •), donde Negpr
(j,χ) = 〈S,T,Pre,Pos〉 está definido como

− S := {•, ◦} − Ti :=

{(•, •), (◦, ◦)} si i=j

{(•, ◦), (◦, ◦)} si i,j

− Pre(•) = Pre(◦) := > −

Posj(•,L) := L \ {χ}, Posj(◦,L) := L

Posi(•,L) := L, Posi(◦,L) := L para i,j
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Esquemas válidos (por ejemplo, [+χ]χ ↔ χ)

Creencias.
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